\CONCOURS  PREPAS

EL-HAJ LAAMRI @ PHILIPPE CHATEAUX ® GERARD EGUETHER
ALAIN MANSOUX e DAVID RUPPRECHT o LAURENT SCHWALD

Pour assimiler le programme, s'entrainer
et réussir son concours

Algeria-Educ.com



TAG
Typewriter
Algeria-Educ.com


T0US LES EXERCICES
D'ANALYSE PC-PSI



T0US LES EXERCICES
D'ANALYSE PC-PSI

Pour assimiler le programme, s'entrainer
et réussir son concours

El-Haj Laamri
Agrégé en mathématiques ef maitre de conférences a Nancy-Université

Philippe Chateaux

Agrégé en mathématiques ef professeur en MP au Lycée Henri Poincaré a Nancy

Gérard Eguether

Maiire de conférences a Nancy-Université

Alain Mansoux
Agrégé en mathématiques et professeur en PC au Lycée Henri Poincaré d Nancy

David Rupprecht

Agrégé de Mathématiques et professeur en PSI au Lycée Henri Loritz & Nancy

Laurent Schwald
Agrégé en mathématiques et professeur en CPGE au lycée Henri Poincaré a Nancy

C




Consultez nos parutions sur dunod com

/7 Dunod Editeur, édition de Bwes, Miciosolt Press, ETSF, Ediscience. InberE ditions - B [ =] 5

v e e dmed o ]|+ | = -
T B
Recherche fon ) Cobectinns i thimatigus

Edsclenca

Mon comate

Eciences
et Techniques | [3¢

Frofession

dirigeant

Gerand Ral,
Fichal Kurtgka

Frall.x.us
cHaRalln
Efierne
Rortaane

“fean Fagual,
Fasul Legiain,
Elisahen
Roznet
Etuliane
Huamek

Couverture : Claude Lieber

le pictogramme qui figure ci-contre  d'enseignement supérieur, provoquant une
mérite une explication. Son objet est  baisse brutale des achats de livres et de
d'clerter le lecteur sur la menace que  reues, au point que la possibilité méme pour
représente pour I'avenir de I'écrit, les auteurs de créer des ceuvres
particulierement dans le domaine [ DANGER | nouvelles et de les faire éditer cor-
de I'édition technique et universi- rectement est aujourd'hui menacée.
taire, le développement massif du Nous rappelons donc que toute
photocopillage. reproduction, partielle ou fotale,
Le Code de la propriété infellec- de la présente publication est
tuelle du 1°" juillet 1992 interdit | [E PHOTOCOPLLAGE |  interdite sans autorisation de
en effet expressément la photoco-  \TUE LELIVRE)  I'auteur, de son éditeur ou du
pie & usage collectif sans autori- Centre francais d'exploitation du
sation des ayants droit. Or, cetfte pratique ~ droit de copie (CFC, 20, rue des
s'est généralisée dans les établissements  Grands-Augustins, 75006 Paris).

© Dunod, Paris, 2008
ISBN 978-2-10-053963-5

le Code de la propriété intellectuelle n’autorisant, aux termes de I'article
L. 122-5, 2° et 3° q), d'une part, que les « copies ou reproductions strictement
réservées & |'usage privé du copiste et non destinées & une utilisation collective »
et, d’autre part, que les analyses et les courtes citations dans un but d’exemple et
d'illustration, « toute représentation ou reproduction intégrale ou partielle faite
sans le consentement de I'auteur ou de ses ayants droit ou ayants cause est
illicite » (art. L. 122-4).
Cette représentation ou reproduction, par quelque procédé que ce soit, constitue-
rait donc une contrefagon sanctionnée par les articles L. 3352 et suivants du
Code de la propriété intellectuelle.



Présentation de la série
« Tous les exercices
de mathématiques »

L’évolution récente de I’enseignement des disciplines scientifiques dans les C.P.G.E
s’est concrétisée par la définition d’un nouveau programme de premiere année en
2003 et de deuxieme année en 2004. Un des objectifs de cette évolution a été€ de com-
bler le fossé grandissant entre la classe de terminale et les classes préparatoires. La
progression est explicitement imposée par le nouveau programme qui prévoit notam-
ment « un programme de début de 1’année », qui exclut la présentation abstraite des
concepts au profit d’'une démarche fondée sur I’exemple comme point de départ de
la conceptualisation, qui préconise I’approche algorithmique en complément de I’ ap-
proche démonstrative et qui légitime la démarche expérimentale en mathématiques
par Iutilisation des logiciels Maple ou Mathematica, logiciels systématiquement uti-
lisés dans de nombreux concours, notamment dans le concours commun « Centrale
- Supelec ». Mais les programmes des classes préparatoires ne sont pas les seuls a
avoir évolué, les programmes de 1’enseignement secondaire ont fait 1’objet d’une
évolution préalable. Enfin, I’attitude nouvelle des éléves face aux disciplines scien-
tifiques rend inefficace 1’approche axiomatique et leur appropriation grandissante de
I’ outil informatique nécessite d’intégrer cet outil a la pédagogie. L’ensemble de ces
changements rend impérative la rédaction de nouveaux ouvrages.

On constate que c’est davantage la structure, I’ordre des themes abordés, 1’esprit du
programme qui ont évolué, le fond étant resté relativement stable. Sur ce fond, que
nous n’avons pas la prétention de renouveler, il existe déja une abondante et excel-
lente littérature ; nous revendiquons une continuité par rapport a nos illustres prédé-
cesseurs et nous nous sommes largement inspirés de leurs écrits pour y puiser exer-
cices et sujets en nous efforcant de les présenter en parfaite cohérence avec 1’esprit
du programme actuel. Car cette nouvelle collection répond a une nécessité : enticre-
ment rédigée apres la parution des nouveaux programmes et le début de leur mise en
oeuvre, elle garantit une parfaite compatibilité entre la rédaction des ouvrages et les
préconisations du programme. .. ce que n’aurait pu assurer sans risque d’anomalies
une simple remise en forme d’une rédaction antérieure. Tous les ouvrages de cette
collection sont écrits trois ans apres 1’apparition des nouveaux programmes et en
respectent scrupuleusement 1’esprit.

Les rédacteurs, ont enseigné et interrogé dans le cadre de 1’ancien et du nouveau pro-
gramme. Ils percoivent donc parfaitement I’importance de 1’évolution. Leur expé-
rience de ’enseignement en classes préparatoires et a 1’Université, leur interven-
tion réguliere en « colles », leur participation aux concours comme interrogateurs
a ’oral et/ou correcteurs a 1’écrit permettent d’affirmer qu’il s’agit d’équipes tres
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« professionnelles ». L’équilibre entre la pluralité des approches qui enrichit le fond
et la cohérence de la forme qui renforce I’efficacité est le résultat d’un véritable
travail collaboratif, d’une maitrise d’oeuvre rigoureuse et de sources d’inspiration
précieuses. . . citons particulierement pour les exercices d’oral la Revue de Mathé-
matiques Spéciales, 1’Officiel de la Taupe et les Archives des Professeurs de Spé du
Lycée Henri Poincaré de Nancy en particulier celles constituées par Walter APPEL.

Cette collection a I’ambition de faire bénéficier le lecteur de I’expertise profession-
nelle des rédacteurs, chaque ouvrage est donc rédigé avec un souci de rigueur et de
clarté au service de la pédagogie, souci qui s’exprime dans quelques principes :

— La qualité de rédaction aboutie exigée des éleves nécessite que les auteurs
soient eux-mémes exemplaires dans leur rédaction, aussi bien celle des énon-
cés que celle des corrigés. Un soin tout particulier est apporté a I’écriture des
éléments « logiques » : précis et sans ambiguité , le style traduit explicitement
les connexions logiques, implication, nécessité, suffisance, etc. dans un souci
permanent de rendre explicite ce qui, ailleurs, reste parfois implicite.

— Les corrigés proposés sont toujours complets et commentés quand il le faut,
en privilégiant les solutions méthodiques et raisonnables aux approches « astu-
cieuses » et « miraculeuses ». L’expérience prouve en effet qu’un corrigé trop
« brillant » inquiete 1’éléve qui se sent incapable de la méme performance et
ne lui apprend rien de la démarche constructive qui peut amener a une solution
lorsqu’on possede une maitrise suffisante des concepts. L’expérience montre aussi
la vertu du contre-exemple. . . il en est fait un usage courant.

— La présence de rappels de cours synthétiques est nécessaire pour replacer les
exercices dans leur contexte théorique sans avoir a quitter I’ouvrage en cours de
lecture, pour fixer aussi quelques notations choisies parmi les standards. Mais
ces éléments de cours ne se substituent en rien a 1’enseignement magistral ou
aux ouvrages de référence, ils constituent seulement un « minimum concep-
tuel » immédiatement disponible pour aider la compréhension des exercices qui
restent la matiere essentielle de I’ouvrage.

— La volonté de respecter I’esprit des nouveaux programmes privilégie la présen-
tation de sujets récents (de 2003 a 2006) en respectant scrupuleusement la forme
de leur rédaction : aucun toilettage rédactionnel ne doit en masquer 1’origina-
lité, voire la difficulté. Le respect du lecteur exige sa mise en situation réelle de
concours. Toutefois ces énoncés sont commentés et expliqués pour rassurer le lec-
teur en lui montrant que sous des traits parfois déroutants on peut retrouver des
« visages connus ». Certains exercices proposés aux concours avant 2003 figurent
également dans cette collection en raison de leur intérét; ils sont alors rédigés
sous une forme compatible avec le programme actuel.

Si ces principes généraux sont respectés dans 1I’ensemble de la collection, la plus
grande maturité des éleves de deuxieme année justifie quelques différences entre les
ouvrages de premiere et de deuxieme année. L’ éleve de premiere année peut avoir des
difficultés a choisir seul, avec discernement, des sujets d’écrits dans les annales. Les
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ouvrages de premiere année présentent donc une sélection d’extraits de problémes
d’écrits. Léleve de deuxieme année, plus mdr, est capable de trouver lui-méme des
sujets d’écrit, les ouvrages de deuxieme année n’en présentent donc pas. Cette plus
grande maturité explique aussi le choix qui a été fait de présenter en deuxieéme année
un bon tiers des exercices d’oral dans leur rédaction d’origine, sans commentaires
explicatifs, pour placer I’éleve au plus pres de la situation réelle du concours ; bien
entendu, le corrigé est toujours rédigé clairement, avec toutes les indications et tous
les commentaires que nécessite leur compréhension. L’ objectif essentiel est le res-
pect des éleves que 1I’on met dans une situation proche de celles des concours tout
en les guidant dans la correction. Il semble également que des ouvrages spécifiques
suivant les programmes (MP-MP*, PC-PC* et PSI-PSI*) soient justifiés en Mathé-
matiques Spéciales alors qu’ils ne le sont pas en premier semestre de Mathématiques
Supérieures. Mais, quels que soient les ouvrages, les auteurs ont réalisé un travail de
sélection important parmi la multitude d’exercices disponibles pour proposer ceux
qu’ils considerent comme les plus significatifs : certains sont sélectionnés pour leur
intérét pédagogique, leur généralité, leurs déclinaisons possibles etc., d’autres sont
présentés essentiellement pour donner une idée fidele de « 1’état de I’art actuel » des
exercices d’oral et faire 1’objet de commentaires au profit des futurs candidats.

On aura compris que les ouvrages de cette collection sont avant tout au service
des éleves pour lesquels elle constitue un véritable outil pédagogique d’appren-
tissage et d’entrainement en vue des concours. Ces ouvrages devraient également
convaincre les éleves de 1’étendue des points abordés dans les sujets d’oral et d’écrit,
qui couvrent réellement les programmes de premiére et de deuxieéme année. Mais les
enseignants des C.P.G.E pourront aussi utiliser cette collection comme support de
travaux dirigés et comme référence. Enfin, les examinateurs disposeront avec cette
collection d’exemples de vrais sujets d’oraux donnés récemment ; les commentaires
qui en sont faits pourront inspirer leur propre démarche pour une évaluation efficace
et progressive des candidats.

Pour conclure cette présentation, on me pardonnera d’utiliser un ton plus person-
nel. Maitre de conférences et agrégé en Mathématiques, j’ai souhaité partager plu-
sieurs années d’expérience en assurant la maitrise d’oeuvre des ouvrages de cette
collection. Quinze années de participation a différents concours en tant que correc-
teur d’écrit et examinateur d’oral, m’ont permis de bien connaitre la littérature exis-
tante et de bien observer I’évolution de I’ attitude des éléves qui sont soumis, toujours
davantage, a des sollicitations nombreuses et diverses, sollicitations qui ne facilitent
pas la concentration et peuvent, parfois, les géner dans la maitrise de I’ensemble des
techniques. La nécessité ressentie d’ouvrages adaptés, I’enthousiasme face a 1’idée
de les rédiger, I'impossibilité de réaliser seul un tel travail, m’ont conduit a réunir
des équipes de rédaction et a assurer la maitrise d’oeuvre du projet tout en partici-
pant activement a I’écriture. Au dela de I’ambition de réaliser un travail de qualité, il
s’agit d’une expérience humaine inoubliable.

Trois personnes ont contribué & la réalisation de ce projet et je souhaite, au sens
propre, leur donner le dernier mot : merci.
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Merci a Eric d’Engenieres, responsable d’édition chez Dunod, qui m’a accordé sa
confiance, a su m’encourager par la qualité de nos échanges et a pu me guider par
des conseils et suggestions toujours formulés de maniere chaleureuse.

Merci a Hervé Coilland, directeur de I’LU.T Nancy-Charlemagne et Vice-Président
de I’Université Nancy 2 qui a toujours trouvé le temps pour des discussions ami-
cales au cours desquelles se précisent les objectifs, s’échangent les idées et s’affinent
quelques points de rédaction.

Merci, infiniment, & Nezha, ma femme, qui accepte que beaucoup de temps soit
consacré a ce projet, qui préserve autour de moi le calme nécessaire a une entreprise
rédactionnelle, qui m’encourage et me conseille dans les phases les plus critiques et
dont I’amour est un soutien permanent.

Nancy, le 15 février 2007
El-Haj LAAMRI
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Ce livre couvre le programme d’Analyse de deuxieme année PC et PSI et poursuit
la démarche rédactionnelle entamée avec les ouvrages de premiere année. Comme
pour I’ensemble de la collection, le respect du programme officiel est un principe
que nous avons suivi a la lettre. Ainsi, chaque exercice et chaque rappel de cours
faisant appel a une notion qui n’est pas commune aux programmes de PC et PSI
sont signalés de fagon explicite. Par ailleurs, le programme prévoit la reprise et 1’ap-
profondissement en deuxieme année de certains points abordés en premiere année :
suites numériques, fonctions réelles d’une variable réelle, intégration sur un segment.
Nous avons mis a profit cette possibilité pour que le présent ouvrage, tout en étant
sans ambiguité destiné aux éleves de deuxieme année, présente trois chapitres utili-
sables en premiere lecture deés le deuxieme semestre de premiere année et pour les
«révisions estivales » entre la premiere et la deuxieme année.

Les premiers chapitres traitent des suites numériques et des fonctions réelles d’une
variable réelle. Ces notions déja détaillées dans I’ouvrage de premicre année sont
complétées ici par des exercices d’oral de 2007 et par des sujets nécessitant une
maturité qu’on ne peut attendre au premier semestre de la premiere année. L’ inté-
gration sur un segment présente un large choix d’exemples de calculs d’intégrales
ainsi que la mise en ceuvre des propriétés de 1’intégrale (essentiellement les inégali-
tés) et I’étude de fonctions définies par une intégrale. Ce chapitre permet de réviser
et d’approfondir le programme de premicre année tout en donnant une vue réaliste
des exercices donnés a ’oral. Dans les chapitres sur les séries numériques, séries
de fonctions, séries entieres, séries de Fourier, nous insistons sur les méthodes et
non sur les solutions astucieuses. .. souvent peu reproductibles. De méme dans les
chapitres concernant I’intégration sur un domaine non compact, nous avons privi-
1égié la méthode et la comparaison des outils. Par la ressemblance de leurs conclu-
sions (mais non de leurs conditions d’application) certains théorémes sont source de
confusion : convergence uniforme, convergence normale, convergence dominée et
corollaire, convergence des séries entieres. Exemples et contre-exemples posent des
points de reperes pour éviter les confusions. Ensuite, dans la présentation des espaces
vectoriels normés, nous avons tenu compte de 1’appréhension, voire du malaise, que
I’expérience nous a fait constater chez les éleves. Nous avons abordé ces notions
en les mettant en ceuvre dans un contexte familier et bien maitrisé par les éleves
(espaces de matrices et espaces de fonctions numériques continues sur un segment).
Les équations différentielles linéaires constituent un chapitre treés riche qui fait appel
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a un ensemble de connaissances débordant largement le cadre du chapitre. La par-
tie consacrée a 1’assimilation propose une révision puis un inventaire technique avec
des exercices de mise en ceuvre directe. La synthese et 1’approfondissement font le
lien avec la technique et I’ouverture vers des notions plus étendues et plus générales.
Clarification et points de reperes nous ont semblé, 1a aussi, nécessaires. Enfin, méme
si les sujets concernant les équations différentielles non linéaires proviennent essen-
tiellement des concours les plus « prestigieux », nous avons fait un effort particulier
de rédaction pour les rendre abordables a tous les éleves et donner une occasion
d’entrainement a 1’écrit. Dans le chapitre consacré au calcul différentiel, nous avons
tout d’abord rappelé les définitions essentielles, puis nous avons présenté de nom-
breux exemples d’application a la recherche d’extrema et a la résolution d’équations
aux dérivées partielles. Le dernier chapitre est consacré aux calculs d’intégrales mul-
tiples et curvilignes, nous avons notamment insisté sur I’importance du paramétrage
du domaine d’intégration et sur les techniques de changement de variables.

Les premiers chapitres, par leur contenu et leur structure, marquent la transition entre
les principes rédactionnels et pédagogiques propres aux ouvrages de premiere année
et ceux utilisés pour les ouvrages de deuxieme année. En premiere année, nous avions
choisi de présenter et d’illuster de facon linéaire chaque nouvelle notion 1’une apres
I’autre. Nous nous adressions alors a des lecteurs sortant des classes terminales et
encore peu autonomes dans leur approche. En deuxiéme année, nous avons choisi
de présenter globalement I’essentiel des notions d’un chapitre puis de progresser par
étapes vers une compréhension et une maitrise de plus en plus approfondies. Chaque
chapitre (sauf les deux premiers) est donc constitué de trois parties :

— une présentation synthétique de 1’essentiel du cours suivie d’exercices d’assimila-
tion immédiate, dans lesquels chaque nouvelle notion est testée, sans complication
inutile a ce niveau, dans un contexte qui permet d’identifier clairement une et une
seule difficulté et de la résoudre, en respectant une sorte de « regle des trois uni-
tés » : un exercice, une difficulté, une solution ;

— des exercices d’entrainement dont la rédaction progressive et le découpage en
questions ont pour objectif d’amener le lecteur a la compréhension en le confron-
tant de facon progressive aux difficultés propres a la notion étudiée ;

— des exercices d’approfondissement destinés a mettre 1’éléeve en situation de
concours , avec la nécessité pour lui de faire preuve de compréhension, d’initia-
tive, d’intuition et de maitrise technique.

u u i us né i inéaire. uctu

La lecture d’un tel chapitre n’est donc plus nécessairement linéaire. La structure est
parfaitement adaptée a des lecteurs de niveaux variés qui pourront éventuellement
passer directement a une forme d’auto-évaluation en se concentrant sur les exercices
d’approfondissements ou, au contraire, progresser pas a pas avec les exercices d’as-
similation.

Si les éleves de deuxiéme année ont pu gagner en autonomie, il n’en reste pas
moins que leurs niveaux de compétence et de compréhension restent tres hétéro-
genes. Ainsi, entre des « 3/2 » qui découvrent le programme pour la premiere fois
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et n’ont encore été confrontés a aucun concours, des « 5/2 » qui ont déja étudié le
programme mais ont échoué a leur premiere expérience et des « 5/2 » déja admis a
des concours mais dont I’ambition les amene a viser encore plus haut, les différences
sont tres fortes. Ce sont ces différences, constatées en particulier lors des séances
de «colles », qui nous ont amenés a cette rédaction permettant plusieurs niveaux de
lecture et d’utilisation de 1’ouvrage.

Entre les chapitres eux-mémes, le programme de deuxieéme année n’impose pas
d’ordre ni de découpage, contrairement au programme de premiere année. Cette
liberté nous a permis de choisir une progression qui nous semblait la plus adaptée
et la plus équilibrée. Chaque étape présente un nombre de notions nouvelles accep-
table pour une perception d’ensemble compatible avec la structure des chapitres. 11
n’y a pas que la hauteur des étages qui fait la difficulté d’un escalier : la hauteur
acceptable des marches et leur régularité peut faciliter 1I’ascension... Nous avons
donc retenu une progression qui nous semble adaptée, sans affirmer pour autant
que d’autres progressions sont a rejeter. Notre diversité d’expérience, avantage de
la rédaction collective, nous amene d’ailleurs a utiliser différentes progressions dans
nos pratiques d’enseignement. Il reste ensuite le choix le plus difficile : face a I’infi-
nité d’exercices possibles et au temps fini dont disposent les éléves pour préparer les
concours, que proposer ? Quelques principes ont guidé notre sélection :

— respecter le parti-pris de progressivité en donnant des exercices qui permettent
d’assimiler, puis de s’entrainer et enfin d’approfondir;

— donner une vue précise et réaliste d’exercices qui « tombent a ’oral » en s’ap-
puyant en particulier sur une veille attentive des sujets donnés a I’oral dans plu-
sieurs concours depuis plusieurs années ;

— privilégier les exercices « génériques » dont la maitrise donne les clefs de nom-
breux exercices (comme il avait déja été annoncé en avant-propos des ouvrages
de premicre année : habituer les éléves a reconnaitre les « visages connus » sous
leurs différentes apparences) ;

— profiter du « nomadisme » des exercices constaté entre des concours différents
et ne pas hésiter a proposer un sujet de MP si son intérét pédagogique le justifie,
sachant que ce méme sujet peut apparaitre plus tard en PC ou PSI...

— convaincre les éleves que les oraux couvrent tout le programme des deux années
(le théoreme des accroissements finis, par exemple, pose beaucoup de problemes
aux éleves qui doivent Iutiliser a 1’oral).

Pour éviter I’arbitraire des préférences personnelles lors d’une rédaction collective,
une référence incontestable et « objective » est nécessaire : nous avons choisi pour
référence la réalité des exercices donnés a I’oral, principalement depuis 2004, date
d’application du nouveau programme. Mais ces exercices ont pour objectif le « clas-
sement » des éleves et non leur formation. Dans un ouvrage d’apprentissage quo-
tidien, certaines retouches se sont avérées nécessaires : lorsqu’ils utilisent ce livre,
les éleves sont en cours de formation et pas encore en concours ! Notre expérience
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d’enseignants d’abord, de « colleurs » ensuite, d’examinateurs enfin, nous a per-
mis d’observer en situation réelle, dans différentes classes, les éleves face a ces
exercices... ce qui nous a convaincus de la nécessité d’en faire évoluer la rédac-
tion pour qu’ils passent du statut d’exercice d’oral au statut d’exercice pédagogique.
Notre expérience nous a permis cette adaptation sans, en aucune maniere, dénatu-
rer ces exercices. La rédaction retouchée de certains exercices répond a la fois a
un objectif pédagogique et psychologique. Objectif pédagogique de guider I’éleve
par une rédaction détaillée qui fasse apparaitre de facon explicite les difficultés et
les techniques a maitriser. Objectif psychologique de rassurer I’éléve en I’amenant a
résoudre seul une majorité de questions en favorisant ainsi le développement de son
autonomie. Si un syujet a été donné a plusieurs concours, nous avons toujours choisi
la version qui nous semblait la plus pédagogique, la plus détaillée. Nous avons éga-
lement regroupé certains énoncés d’oral qui nous semblaient complémentaires ou
permettaient de donner un apercu des sujets régulierement abordés a I’écrit. Quant
aux éléments de cours, chacun sait que ce qui est élégamment écrit dans un cours a
la rédaction parfaite n’est pas toujours aussi clair dans I’esprit des éleves. .. et nous
n’avons pas hésité, parfois, a sacrifier 1’élégance de la rédaction a la redondance
lorsque cette derni¢re nous permettait de rendre explicites des notions souvent res-
tées implicites.

C’est en premier lieu aux éleves des classes préparatoires MP, MP*, PC1, PC2 et PC*
du Lycée Henri Poincaré et PSI et PSI* du Lycée Henri Loritz de Nancy que nous
adressons, collectivement, nos remerciements. Ils ont en effet largement contribué
par leurs réactions, leurs questions, leurs erreurs et leur compréhension a guider nos
efforts de présentation des exercices, de clarification des questions, de simplification
des corrigés.

Toujours aussi enthousiasmante cette aventure rédactionnelle est aussi une aventure
humaine dans laquelle nous avons été aidés.

Aidés matériellement par I’ Institut Elie Cartan de Nancy qui nous a permis d’utiliser
ses moyens informatiques et ses ressources documentaires.

Aidés par I'IREM qui nous a donné un acces privilégié a ses ressources documen-
taires, ainsi que par I'LU.T Nancy-Charlemagne dont la bibliothéque nous a toujours
regus avec sourire et efficacité.

Aidés également par le Lycée Henri Poincaré de Nancy qui nous a accueillis chaque
samedi matin, de septembre a mars, dans une salle équipée de moyens informatiques.

Aidés aussi par deux collegues de I'Institut Elie Cartan, Julien Chenal et Yannick
Privat, qui ont lu une partie du manuscrit.

Aidés enfin par trois collegues du Lycée Henri Poincaré, Gilles Demeusois, Michel
Eguether et Edouard Lebeau qui nous ont lus en détail et dont les remarques ont
sensiblement amélioré le présent ouvrage.

Que tous soient sincérement remerciés.

Il est inévitable que certaines erreurs aient échappé a la vigilance de tous ceux qui
ont lu cet ouvrage. Nous en assumons seuls la responsabilité et nous espérons que
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ceux qui en découvriront voudront bien nous faire part de leurs remarques a I’adresse
suivante Elhaj.laamri @iecn.u-nancy.fr.

Enfin, si dans cette aventure humaine certaines personnes nous ont aidés, il en est
sans qui rien n’aurait été possible. Nos compagnes, par leur infinie patience, leur
soutien sans faille et leur attentive présence ont joué un role essentiel dans 1’abou-
tissement de ce projet. Au moment de mettre un point final a cet ouvrage c’est vers
elles que nos pensées se tournent.

Nancy le 15 avril 2008
El-Haj Laamri, Philippe Chateaux, Gérard Eguether,
Alain Mansoux, David Rupprecht, Laurent Schwald

Les exercices qui nous ont semblé les plus difficiles sont signalés par un ou deux
symboles K.
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Suites Numériques

-

Ce chapitre, comme celui des fonctions d’une variable réelle, a déja été étudié en
premiere année mais est tres fréquemment abordé aux concours. Avant la rentrée
en deuxieme année, ce chapitre sera 1’occasion d’éprouver la maturité acquise en
premiere année. Avant les oraux, il fournira une excellente occasion de révision et
d’entrainement.

EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Centrale PSI 2005

11 "
Pour tout n € N*, on pose, u, = (5 sin — + 3 cos n) .
n

Montrer que lim u, = 0.

n——-+0o0o

Soitn € N*. Il est naturel de commencer par majorer |u, |. Sachant que [sin 1 /n*| < 1
et |cosn| < 1, on a alors d’apres I'inégalité triangulaire

o1
sin —

1 1 1 1
55in—+§cosn <5 . +§|cosn|<5+§

n2

1\" \"
soit |u,| < <5+ g) . Mais lim (5+ §> = 400, ce qui ne permet pas

n—-+0o0o
d’aboutir. Affinons cette premiere approche en constatant que c’est le nombre 5 qui
nous empéche de conclure. On va donc majorer et minorer plus finement. Comme
lim sin(l/n2) =0, il existe un rang N € N* tel que, pour toutn € N*etn > N,

n—---4+oo
1

1 1
onait —— < 5sin | — | < —. Donc, pour toutn > N,
5 n? 5

2<5 . 1 +1 <2
—— < 5sin| — —cosn < —,
5 n? 5 5

. 1 1
5sin o) +gcosn

2\" :
lu,| < (5> et comme nmoo <

< —. On en déduit enfin que, pour tout n > N,

N Do

> =0, lim u,=0.

n—---+0o0o
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CCP MP et PC 2006

Soit (u#,)uen une suite réelle. Montrer que si les suites extraites (#2,)nen,
(U2n+1)nen et (U3,)nen convergent alors la suite (u,),cn converge.

Par hypothese, les suites extraites (u42,)nen, (Uon+1)nen €t (U3,)nen convergent,
notons a, b et ¢ leurs limites respectives.

La suite (u¢,)nen €st une suite extraite de (u2,),en. Elle converge donc vers
a = lim uy,. Mais c’est aussi une suite extraite de (u3,),cn. Elle converge donc

n—+o0

vers ¢ = lim us3,. Il en résulte que a = c.
n—+oo

La suite (146,+3)ncn €St une suite extraite de (U1 )ney caron +3 =2QBn + 1) + 1.
Elle converge donc vers b = hm Urn+1. Mais c’est aussi une suite extraite de

n—+
(u3n)nen- Elle converge donc vers c. Il en résulte que b = c.
On a donc a = b, et comme les suites des termes de rang pair et de rang impair
convergent vers la méme limite, la suite (u,),cn converge vers cette limite commune.

Remarque

Il arrive que les suites extraites (i2, ), €t (U2n4+1)neN cOnvergent, alors que la suite
(un)nen ne converge pas. C’est le cas par exemple de la suite de terme général

wy = (—1)",

CCP PSI 2005, diverses écoles MP 2007
1) Montrer que : Vn > 4,Vk € {2,...,n — 2}, (Z) > M

2
"1
2) En déduire que la suite de terme général u,, = Z - converge et déterminer
k=0 (k)
sa limite /.
3) Question de la rédaction : Déterminer un équivalent de u,, — ¢ lorsque n tend
vers +00.

1) On a, pour toutn > 4 ettoutk € {2,...,n — 2},

n n! _n(n—=1)...(n —k+1)
k k!-(n—k)!_ k!

n(n—l) n—k—2+j n(n—l)
H ; >
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2) Ecrivons tout d’abord, pour tout n > 4,

" | 1 1 2 2
U, = - = + ~t ot =2+ —+ T
30 A R SY A KN A RPN

Il en résulte d’apres la question précédente

n—2
2 2 2 2n-—3
<2+—+27:2+—+M.
noo= nn—1) n nn-—1)
2 2 2n—-3
On obtient ainsi ’encadrement 2+ — < u, < 2+—+ M D’ou lim wu, = 2.
n n nn-—1) n—s+00
2 21
3)Soitn > 4. Posons v, = u, —2 = —+ m et cherchons un équivalent de la
n
k=2 \k
suite (v,)n>4. On a pour tout n > 6,
n—3
4 1
Un = T2
n nn-—1) ; (k)

D’autre part, pour toutk € {3,...,n —3},ona

<n> :n(n—l)(n—Z)ﬁn—k—3+j _ =D =2)

k 1-2-3 " j 6
2 4 6 2 1
d’ou 0 < — — < . Ainsi = — — | etd
ol Uy, " n(n—1)+(n—1)(n—2) insi v, n+0<n>e onc
2
U, —2 ~ —.
n—+o0o n
CCP MP 2005
. 1
Pour tout entier n > 2, on pose u,, = Z_ =
=55

Déterminer un équivalent simple de u,, lorsque n tend vers +oo.

Pour tout entiern > 2,ona:

n—1 n—l1
i _Zk(n—k) ZZ <_

k=1
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—00

—1 n
1 1 . . - )
Or kg 1 e kg_l Tl Inn (voir exercice 2.3 page 9 dans notre livre d’ Analyse

) 2Inn
de Premiére année) et par conséquent u,, ~ .

n—oo n
Exercice 1.5

CCP MP 2006, tres proche de CCP MP 2007

1) Montrer que deux suites réelles (u,),cn et (V,)nen, équivalentes en +00, sont
de mé&me signe a partir d’un certain rang.

1 1
2) Quel est le signe de u,, = sin — — th — au voisinage de +oo ?
n n

1) 1l s’agit d’un résultat a garder présent a l’esprit.
Par hypothese, il existe une suite (g,) de limite nulle telle que, pour tout n supérieur
a un certain entier ng, on a u, = v,(1 + &,). En particulier pour € = 1/2, il existe

un entier n; = ng tel que Vn > ny, —1/2 < g, < 1/2, ce qui implique que
1/2 < 1+, < 3/2, et par conséquent, u, et v, sont de méme signe pour tout
n=>=ni.

2) En utilisant les développements limités on sait que, au voisinage de 0,

x3 x3
sinx = x — < +o(x*) et thx=x— 5 +0(x3),

3 3

. X X 3
d’ousinx —thx = 3 + 0(x3) v ra Par conséquent,
! 1 1
U, =sin——th— ~ —>0.
n n n—+oo 613

On déduit de la premieére question, que u, est positive a partir d’un certain rang.

Centrale PSI 2006, Polytechnique MP 2006 et 2007

Soit la suite réelle définie par ug € RetVn € N, u,.1 = u, exp(—u,).

1) Etudier cette suite selon ug € R.

2) On suppose uy € R} . Déterminer un équivalent de u,,.

On pourra commencer par déterminer « réel tel que v, = u,,,; —u, ait une limite

finie non nulle, puis appliquer le théoreme de Cesaro a cette suite (v,),eN -

N.B. : Le théoréme de Cesaro n’est au programme ni de PC ni de PSI. Néanmoins
beaucoup d’examinateurs de PC et de PSI le supposent connu ou demandent de
I’utiliser puis de le démontrer, nous 1’avons introduit dans notre livre d’ Analyse
de premiere année voir exercice 10.14 pages 162-163.
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1) La fonction f : x — xe™* est continue sur R, et f(x) est du signe de x. Puisque
e * — 1 est du signe de —x, on a toujours f(x) — x < 0. Comme u,,; = f(u,) pour
tout n, on en déduit que u,, est décroissante, donc a une limite, finie ou —oco. D’autre
part, le seul point fixe de f est 0, donc si u,, converge, sa limite est 0.

o Siuy < 0, alors par décroissance de (u,), on a pour tout n, u, < ug < 0, donc (u,,)
ne peut tendre vers 0, et par conséquent, elle a pour limite —oo.

e Siug > 0, comme l'intervalle ]0, +co [ est stable par f, la suite (u,) est décrois-
sante positive, donc converge, et sa limite est nulle.

e Siug = 0, alors (u,,) est la suite nulle.

2) Cherchons a pour que (u,,; — u, ) ait une limite finie non nulle. On a

Up, —uy =up(e” " —1).

Puisque (u,) converge vers 0, en utilisant I’équivalent ¢ — 1 ~ u, on obtient

u—~0
u®,, —u® ~ —au®'. La suite (au®*") admet une limite finie non nulle si et
n—oo
. . 1 1
seulement si « = —1. La suite (v,) = — — | converge alors vers 1. Par
Un+l Up

ailleurs, pour tout n € N*, on a

n—1 n—1
1 1 1 1 1 /1 1
Si== u=-3Y ——)==(=-—=).
n =0 k n =0 <Mk+1 I/tk> n (u,, Lt())

Le théoréeme de Cesaro entraine que la suite (S,) converge vers 1. On en déduit que

. 1 1
la suite [ — | converge vers 1, etdonc que u,, ~ —.
niy n—oo 1

Centrale PSI 2005
Avec Maple : soit la fonction f définie sur R* par f(x) = x In |x|.

1) Donner I’allure de f, le signe de f(x) — x, le signe de f(x)+ x .
2) Etudier la suite définie par U,,; = f(U,) avec Uy = 3.

3) Donner le signe de f o f(x) — x.

4) Etudier la suite définie par W,,; = f(W,) avec Wy = 1/4.

1) Remarquons que la fonction f est impaire et se prolonge par la valeur O en 0.
La fonction f est dérivable sur R* et 'on a f'(x) = In|x|+ 1. Sur ]0, +oo[, la
fonction f” est du signe de x — e~ '. Elle admet donc un minimum local en 1/e et
f(l/e)=—1/e.

Remarquons aussi que f(x)/x tend vers —oo quand x tend vers 0. La fonction f
n’est pas dérivable en O et y admet une tangente verticale.
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/ -2

Six #0,ona f(x) —x =x(In|x| — 1),d’ ot

{xeR"| f(x) —x >0} =]—e,0[U]e, 400 .

De plus f — Id s’annule en e et —e et se prolonge en 0 par la valeur 0. Les nombres
e, —e et 0 sont donc les trois points fixes de f.

Onaaussi f(x)+x = x(In|x|+1),d ou
{xeR*"| f(x)+x >0} =]1-1/e, 0[U]1/e, +o0] .
De plus f +1Id s’annule en —1/e, 1/e et se prolonge en O par la valeur 0.

2) L’intervalle I = [e, +oo[ est stable par f et contient Uy. Sur I'intervalle I, la
fonction f vérifie f(x) > x, il en résulte que la suite (U,) est croissante. Si elle
admettait une limite finie ce serait un point fixe de f dans I’intervalle [ Uy, +oc [, ce
qui n’est pas possible. Donc la suite (U,) admet +oo pour limite.

3)Six >0,0na fof(x)—x = f(xInx)—x =xInxIn|xInx|—x = xInxg(lnx),
ot l’'onaposé gw)=u+Inlu| —1/u.

La fonction g est croissante sur ] —co, 0[U]0, +oo[ et s’annule en —1 eten 1.

Il en résulte que {u € R| g(u) >0} =1—1,0[U]1, +oo[,

puis que {x > 0|g(nx) >0} =]1/e, 1[U]e, +o0[

et finalement que {x > 0| fo f(x) —x >0} =10, 1/e[U]e, +o0] .

Enfin, puisque f o f — Id est impaire,

{xeR|fof(x)—x>0}=]—e, —1/e[U]0, 1/e[U]e, +o0o[ .

De plus fo f —Ids’annuleen e, —e, 1 /e et —1 /e et se prolonge en 0 par la valeur 0.
Les nombres e, —e, 1/e, —1/e et 0 sont donc les points fixes de f o f.

4) Lintervalle J =10, 1/e[ est stable par f o f et contient W,. Sur cet intervalle
f o f(x) > x. Alors la suite (Wy,) est une suite croissante majorée de [ Wy, 1/e]
et converge vers un point fixe de f o f dans cet intervalle. La limite est donc 1/e.
Mais, puisque, pour tout n € N on a Wy, = f(W,), la suite (W5,,1) converge vers
f(1/e) = —1/e. 1l en résulte que la suite (W,) n’a pas de limite.
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L’exercice suivant est un classique qu’on trouve chaque année dans plusieurs
CONCOUTS.

Exercice 1.8
Centrale MP 2006, Polytechnique PC 2005 et MP 2007 K

. s 1
Montrer que la suite complexe (u,,),cn, définie par ug € C* etu,y; = E(un+|un D,

converge et trouver sa limite suivant u.

1
On pose pour tout z € C, f(z) = §(z+]z|). Pour toutn € N,onaalors u,,; = f(u,).

e Siuy € R, alors pourtoutn > 1,u, =0.

e Siug € R*, alors pour tout n, u,, = uy .

e Siuy € C\ R : on remarque d’abord que pour tout z € C \ R, il existe
(r,0) € Rix | —m, w[\{0} tel que z = re’®. On a alors

1 ; ro, roie [ e 0
6 i0 i% is —is
z) = = (re +r:—e+1:—e2<62+e 2)
f@ = Leter) =L (e en) =]
r 0 0 0 0
= —e'2-2cos— =rcos—-e'z2.
2 2 2
En écrivant u, sous la forme u, = r,e'%, on obtient u,,; = ry. e avec
On 0
In+1 = Iy, COS 7 et 0n+l : E
Ainsi, si on pose ug = re'’ avec r > 0et § €]—m, m[\{0}, on vérifie par

6 - 0 :
récurrence que, pour toutn € N*, 6, = on etr, =r H cos % On en déduit que
k=1

n n

. . 0 .
2 sin —2'9k -COS —2(1 sin 5= sin
r,,——r”———r” =r

bt 2sin£ik bl 2sin£% 2n sin%'
sin .0 . .0 0
D’otu, =vr — €' 7. Sachant que sinx ~ x,ona2"sin_— ~ 2'.—=4¢
2" sin o x—0 " p—oo on
) . sin 6
et par conséquent lim u, =r
n—-+00 ]
Extrait de Centrale PC 2006
Soit (1,),>0 la suite définie par ug > 0,u; > O et
u
()  VneN', up=—"—.
1+u,u,_q

1) Montrer que la suite (u,),>0 converge et trouver sa limite.
2) En considérant 1/u?, trouver un équivalent de u,,.
Indication de I’examinateur : Appliquer le théoreme de Cesaro.
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Une récurrence immédiate montre que pour tout n € N, on a u,, > 0.

2

. —U,Up— . . .

1)Soitn > 1,ona u,y —u, = 1_‘_"7"1 < 0. Donc la suite (u,) est décroissante.
UpUp—1

Comme elle est minorée par 0, elle converge vers une limite ¢/ > 0. En passant a la
- . . 4 .
limite dans la relation (*) on obtient ¢ = 112 d’oul =0.
2) Le théoreme de de Cesaro a été€ introduit comme exercice dans le livre d’ Analyse
de premiere année voir exercice 10.14 pages 162 et 163.
_ 1 1+ 2upu,—y +ulu?_ o1 1
Soitn > 1,ona —— = nn2 =l dou ————
Uyt u; Uy

Up+l o 1

Uy 1+ u,u,_q

Up—1
) = 2—” +u3_1,
u; Uy

Par ailleurs, . I en résulte que la suite (1,41 /u,) converge vers

1

. . 1
1 (on a en particulier u,,; ~ u,) et la suite <2— — — | converge vers 2. En
n—oo
n+l n

appliquant le théoréme de Cesaro, on a

1227 1 1 /1 1
5 ) (LY
n—+0o 1 Uiy uy n—+ocon \ U uy

k=0 n
P 1 . 9 1 1
Onendéduit lim — =2, dou u;, ~ ——etdonc u, ~ ——.
n—+o0o N n—oo 2n n—oo 2n
Exercice 1.10
Centrale PSI 2005, CCP MP 2006
nok
Soit n € N, on considere la fonction f; définie sur R par f,(x) = %
k=0

1) Déterminer le nombre des racines réelles de f,, pourn =0, 1, 2.

2) Soit n € N. Montrer que f>, n’admet pas de racine réelle et que f>,+; admet
une unique racine réelle qu’on note r,,.

3) Montrer que, pour tout n € N, on a —(2n + 3) < r, < 0. En déduire que la
suite (r,) décroit vers —oo.

2

1) II est clair que les fonctions fy : x — fo(x) =1, fr:x — frlx) =1+x+ ;—‘

n’ont pas de racine réelle et f; : x — fi(x) = 1 + x a pour unique racine réelle —1.
2) Montrons par récurrence la propriété &2, suivante : f,, n’ a pas de racine réelle,
fon+1 @ une unique racine réelle qui est simple. On a montré dans la question précé-
dente que la propriété & est vraie.

Soit n € N. Supposons que la propriété &7, est vraie et montrons que la propriété
P, .1 est vraie.

e Montrons que fr,+2 > 0.

On a fZ/n +2 = fans1. Lhypothese de récurrence entraine alors que la fonction f5,42
décroit sur I’intervalle ] —oo, r,, | et croit sur [r,, +oo[. La fonction f;,., atteint
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donc son minimum en r,,. Déterminons le signe de f>,.2(r,). Puisque r, est racine de

Sfon+1,0na
2n+2 1"2"+2
n

r2
Jan2(rn) = fon1(ra) + (2n +2)! - 2n +2)! >0

Par ailleurs, f>,+1(0) = 1, le nombre réel r,, n’est donc pas nul, et par conséquent,
Jans2(rn) > 0. Ainsi, fr,42 > 0.

e Montrons que f»,.3 admet une et une seule racine réelle et que cette racine est
simple.

Comme f,, +3 = fansz > 0, la fonction f5,43 est strictement croissante sur R. En
outre, elle est continue sur R et varie de —oo a +00, il existe donc un réel unique ;4|
tel que f,.3(ry+1) = 0. Cette racine n’est pas une racine multiple de f>,.3, sinon elle
serait aussi racine de la dérivée f5,.3 = fans2 -

La propriété est donc vraie au rang n + 1. Le principe de récurrence assure qu’elle est
vraie pour tout entier .

3) e Montrons que —(2n + 3) < r, < 0. La fonction f,,; étant strictement
croissante sur R, pour montrer que —2n — 3 < r, < 0, il suffit d’établir

que for1(—2n +3)) < 0 = fou(m) < fa+1(0). Comme f5,41(0) = 1,
on a immédiatement r, < 0. D’autre part, en écrivant f,,,1(x) sous la forme

n 2%k 2k+1
Z X + * , on obtient
— k) 2k+1)!

2n +3)*
f2n+1( (2n+3) —22((21 1))‘( +1—-k)<O0

e Montrons que la suite (r,,),>0 est décroissante. Soitn € N

2n+2 r2n+3
= L -
Joran) = S U+ 5 T Y Gn 3!
2n+2
= 0+ " Py Cn+3+ry) > 0= fou3(rus1)-

Puisque f>,43 est strictement croissante sur R, on a alors r, > 7,41 .

e Montrons enfin que (r;,) tend vers —

Si ce n’était pas le cas, étant décroissante, elle aurait une limite finie « < 0. Comme

fone1 €st croissante, on aurait Vn, fr,.1(@) < fou41(rn) = 0.0r lim f5,41(a) = €%,
n—oo

d’ou par passage a la limite dans 1’inégalité précédente, ¢® < O : contradiction.

Exercice 1.11

CCP PSI 2005

Soit n € N* et soit la fonction f,, définie sur R par f,(x) = x> +nx — 1.

1. Montrer que sur ]0, 1[ I’équation f,,(x) = 0 admet une unique solution que
I’on notera u,,.
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2. Montrer que la suite (u,),cn+ converge et a pour limite 0.
3. Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que, au voisinage de +oo,

1) Soit n € N*. La fonction f, est dérivable sur [0, 1] avec f,{(x) =5x*+n >0
et par conséquent f,, est strictement croissante sur [0, 1]. Ainsi f, est une bijection
de l'intervalle [0, 1] sur son image f,([0, 1]) = [ f.(0), fu(1)] = [—1,n].
Puisque 0 € f,(]0, 1[), il existe alors u, €]0, 1[ unique tel que f,(u,) = 0
c’est-a-dire (x) u,sl +nu, —1=0.

2) e Soitn € N*, ona

Fat@n) = 1wy +(n+ Dy — 1= up +nuy — 1+ uy =ty > 0= fro1(nsr).

La croissance de la fonction f,, entraine que u,+1 < u,.

La suite (u,,),cn+ est donc décroissante.

e Minorée par O et décroissante, la suite (u,),cn+ converge et sa limite £ € [0, 1].
. 1

Ona Ilim (1-— u,sz) =1—/0.0r pour tout n dans N*, on a u,, = ;(1 — ufl). On en

n—---+0oo

déduit lim wu, =0.

n——--+=+0o0o
3) On déduit de la relation (*) que la suite (nu,) converge et que

. . 5
lim nu,= lim (1—-u))=1,
n—--+oo n—--+oo

1 —1 1
d’ouu, ~ —.Enoutre,nu,—1= —ufl ~ —Sd’ounun = 1——5+0 —
n—+o00 N n—+oco n n n

1 1 1
et finalementu, = — — —+o0 | — |.
n nb no

Exercice 1.12

Centrale PC 2006

1) Montrer, si n € N*, que I’équation x" + x> = 1 admet une unique solution
réelle positive que 1’on notera x,,.

2) Donner une valeur approchée de x,, pour différentes valeurs de n avec Maple.
3) Montrer que la suite (x,) converge et déterminer sa limite /.

4) Montrer que £ — x,, est équivalent 2 une expression de la forme In® n /n”.

1) Soit n € N*. La fonction f,, définie sur [0, +oo [ par f,(x) = x" + x> — 1, est

continue et strictement croissante sur [0, +oo [ . C’est une bijection de [0, +oo [ sur

Iintervalle [ f,(0), lim f,(x)[= [—1, +oo[. Il existe donc une valeur unique x,
X —+00

dans [0, +oo [ telle que f,(x,) = 0.
On peut remarquer, puisque f,(1) = 1,quel’onaenfait0 < x, < 1.
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2) En utilisant la commande MAPLE
fsolve(x"n+x"2-1,x,x=0..+infinity);

on obtient
x3 = 0.7548776662, x4 = 0.7861513778, x190 = 0.8688369618,
X100 = 0.9715897359, xs500 = 0.9918037085.

3) Les calculs précédents laissent supposer que la suite (x,),>1 converge vers 1. On
peut déja montrer que la suite (x,),> est croissante. En effet, on a pour tout n € N*

1, .2 1
frrt () =27 +x, = 1 =27 —x = x(x, — 1) <0 = for1(Xus1)

d’olu x,, < x,4+1, puisque f,41 est strictement croissante. Etant croissante et majorée

par 1, la suite (x,,) est convergente.

Montrons, comme le laisse supposer les simulations numériques qu’elle a 1
pour limite. Soit ¢ €10, 1[.On a f,(1 — &) = (1 —&)" + (1 — €)> — 1. Donc

lim f,(1—¢&)=(— €)> — 1 < 0. On en déduit qu’il existe un entier ng tel que
n—+00

pour tout n = ng, on ait f,,(1 — &) < 0etdonc (1 — &) < x, car f, est strictement
croissante. Ainsi pour toutn > ng,onal — e < x, < 1 + &. Ce qui montre que (x,,)
converge vers 1.

4) Pour tout n € N*, posons a, = 1 — x,. La suite (a,),> est décroissante et
converge vers 0. En partant de la relation (1 — a,,)" =1 — (1 — ) =2a, — o ,

on déduit nIn(l — @,) =Ina, +In(2 — a,) etdonc —na, ~ Ina,.
n—+oo

Supposons que @, ~ In“ n/nB. Alors Ina, = e¢lnlnn — Blnn ~ —Blnn,
n—+oo n

—+00

et donc —n'™#In*n ~ —Blnn. Cette relation n’est possible qu’en ayant

n—+0oo
a = B = 1. 0On va donc montrer que «, ~ Inn/n en encadrant «, par deux
n—+0o0

suites équivalentes a Inn /n. Prenons tout d’abord s, = Inn/n . En remarquant que
nin(1 —Inn/n) = —Inn + O((Inn)*/n) = —Inn + o(1) , on obtient

nin(1—Inn/n) Inn\’ Inn
FA—s) = e ,(n)"_,Inn

n n
_ eflnn+0(1)_21n_n (1 _ 111_”)
n 2n
S L P U T L
n 2n 2Inn ) n—+o n

Cette expression est négative a partir d’un certain rang et on en déduit que a, > s, a
partir d’un certain rang.
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In(31 In(31 1
Prenons ensuite f,, = s, + In@1nn) . On remarque que In@31nn) =o0 <M> , donc
n n n

t, = s, +o(s,) . Par ailleurs,

_Inn_ InBInn)
f(l—1,) = "MI=0 570 26, +0(s,)

— e—lnn+ln(3 Inn)+o(1) 2Sn + O(Sn)

31 21
A7 oy _ 2T +o(Inn/n)

n
Inn o) Inn
— (3" =2+ 0(1)) ~ — .
n n
Cette expression est positive a partir d’un certain rang et on en déduit que a, < t, a
partir d’un certain rang. Alors puisque s, ~ f,ets, < a, < f,, on en déduit que
n—+0oo

o, o~ S,
n—+oo

Exercice 1.13

Centrale PC 2006

1) Montrer que, sur chaque intervalle [k, (k+1/2)m [ ou k € N, I’équation
x tan(x) = 1 admet une unique solution notée wy.
2) Pour k € N*, on pose a = 1 + sinz(wk). Montrer que oy = (2+ wi)/(l + wi).

3) Pour k € N*etx € [—1,1], on pose v(x) = M. Calculer
v Qk
1

Ly n = /vm(x)v,,(x)dx.

—1

1) La fonction f définie sur ]k, (k +1/2)r [ par f(x) = x — cotan x est dérivable
sur [ et f'(x) =2+ cotan’x > 0. Elle est donc strictement croissante. Comme

lirkn f(x) = —0et liII/l f(x) = (k+1/2)7 lafonction f est une bijection
x—ka* x—(k+1/2)m—

de lkm, (k+1/2)m [ sur f(lkm, (k+1/2)7m[) =]—o00, (k+1/2)7[. En parti-
culier, il existe w; unique dans ]k, (k+1/2)7 [ tel que f(wx) = 0. Alors ce
nombre est I’'unique solution de 1’équation x tanx = 1 dans ]k, (k+1/2)m [ et
comme k7 n’est pas solution, c’est I’'unique solution de 1’équation x tan x = 1 dans
[k, (k+1/2)7 .

2
2)Ona a; — 1“‘”‘ SR S S S

+ w% 1+ w% 1 + cotan? wy,

3) Si m # n, on integre facilement en utilisant la formule de transformation

1
cos(w,, x) cos(w,x) = 2 (cos(w,, + w,)x + cos(w,, — w,)x). On obtient,

sin(w,, + w,) sin(w,, — w,)

(Wm + w,) (W — wy)

1
/ cos(wy,x) cos(w,x)dx =
-1
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COSw,, COSw, COS Wy, Sin w,, + COS w,, Sin w,,

Mais w,, + w, = — + — = - - . On en déduit
sinw,, sinw, sin w,, sin w,,
sin(w,, + w,) N N sin(w, — w,,)
W, + w, = ————. De la méme maniére w, — v, = —————.
sin w,, Sin w, sin w,, Sin w,,

1
Alors / cos(w,,x) cos(w,x)dx = sin w,, sin w, — sin w,, sinw, = 0. On a donc
—1

sin 2w,

1
1
Ly » = 0. Par ailleurs / cos*(w,x)dx = /(1 +cosQuwux))dx =1+ >
—1 (e
0

1

Donc / cos?(wmx)dx = 1 + sin w,, cos w,, tan @,, = 1 + sin® w,, = a,, . Finale-
—1

ment on obtient /,, , = 1.

Remarque

On vient de montrer que les fonctions définies pour m € N* et x € [—1, 1] par
Jfm(x) = cos(w,,x) forment un systeme orthonormal pour le produit scalaire défini

1
sur €°([—1, 11),R) par < f | g >=/1f(t)g(t)dt-

Exercice 1.14

CCP PC 2006
Soit n € N*. On considere la fonction f, définie par f,(x) = x> — x™1 — 1.
1) Montrer que I’équation f,(x) = 0 admet une unique solution u, €]1, +oo[.
2) Montrer que la suite (u,),>1 est décroissante.

3) Montrer que lim u, = 1.

n—--+00
Indication : on pourra remarquer que u,(u, — 1) = —.
Un
4) Pour tout n € N*, on pose v, = u},.
Montrer que la suite (v,),>1 converge et a pour limite (1 + \/5) /2.
5) Déterminer un équivalent simple de u,, — 1.

1) Soit n € N*. La fonction f, est dérivable sur R et on a, pour tout x € R,

fli(x) = @n+ Dx* — (n+ Dx" = x"(2n + Dx" — (n + 1)). Ainsi pour tout

x > 1, f/(x) = 0. On en déduit que f, réalise une bijection de I'intervalle [ 1, +oo [

sur son image [ f,,(1), lim f,(x)[= [—1, +oo[.Comme 0 € ] —1, +oo [, il existe
X —>+00

u, €11, +oo[ unique tel que f,(u,) = 0.

2n+1
n

2n+3 n+2 n+3 2 n+2
Jori(uy) = w,”” —u, " —1=wu," 4+u, —u, —1

= )Py — D)+ (g — D(uy + 1)
(up, — D@ +u, +1) > 0.

2) Soit n € N*, en utilisant la relation u = u"™" + 1, on obtient
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Comme f,41(1) = —1et f,41(u,) > 0, ’'unique solution de I’équation f,,;(x) =0, a
Savoir u,41, se trouve dans 'intervalle ] 1, u, [ . La suite (#,),> est donc strictement
décroissante.

3) La suite (u,),>1 est décroissante et minorée par 1 donc elle converge et sa limite,
notée ¢, vérifie £ > 1. Montrons que ¢ = 1.

De la définition de u,, on déduit que (x) u,(u — 1) = 1/u,. Comme pour tout
n € N*, onau, > 1, on déduit de 1’égalité précédente que pour tout n dans N*
on a u,(u, — 1) < 1. L’étude des variations de la fonction g : x — x(x — 1) sur
[1, +oo [, montre que : x(x — 1) < 1 entraine x < 2. Pour tout n dans N*, on a donc

. In2 )
1 <uj <2.0nendéduit 0 < Inu, < —, ce qui montre que (u,) converge vers 1.
n
4) Montrons que la suite (v,),>; converge et déterminons sa limite.

. . 1 . . .
L’égalité (x) est équivalente a g(v,) = —. On vérifie aisément que la fonction g est
Uy

—1

une bijection de [1, 2] sur [0, 2] et que g~ est continue sur [0, 2]. Ainsi, la

. 1
suite de terme général v, = g~ > converge et
Un

1++5

1
lim v, =g ( lim —) =g ()=

n—-+00 n—+00 U, 2
5) Déterminons un équivalent simple de u,, — 1.
1++/5 1++/5
Puisque lim u, = 2\/_, on a lim nlnu, = In ( 2\/_> , d’ol
n—-+00 n—-s+00

Inu, ~ —In
n—+oo N

1 5
( +2\f> . Par ailleurs, Inu, = In(l +u,, — 1) ~ u, — 1.

1+\/_>

2

n—+oco 1

Exercice 1.15

Mines-Ponts MP 2006, Polytechnique-ESPCI PC 2006 K
Soit (x,),en+ une suite de réels positifs. On pose pour tout n > 0,

yn:\/x1+w/x2+---+\/x_,,.

1) Etudier la convergence de (yn)neN* lorsque x,, = a pourtoutn € N* otta > 0.
2) Méme question lorsque x, = ab® pour tout n € N*, avec b > 0.

Ainsiu, — 1 ~ 1(

3) Montrer que (y,),en+ converge si et seulement si (xn )nGN* est bornée.

Soit k € N*, on note f; la fonction définie sur [0, +oo[ par fi(x) = /xx + x. Les
fonctions f; sont continues, croissantes et positives sur [0, +oco [, et pour toutn > 1

onaalors y, = fio f0---0 f,(0).
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1) Si pour tout n € N*, on a x,, = a, alors les fonctions f; sont toutes égales a la

méme fonction f : x — vx +a,ety, = f"(0).
On est donc ramené a 1’étude de la suite définie par yy = O et la relation de récurrence

Vn €N, yps1 = f(n)-
La fonction f est croissante sur [0, +oo [ et, dans cet intervalle, admet un seul point

1+vV1+4a
2

fixe £ = , ¢’est I'unique racine positive du trindme x> — x — a. Comme

yi = v/a > yp et la fonction f est croissante, la suite (Vn)n=0 est alors croissante.
Par ailleurs, I’intervalle [0, £] est stable par f. La suite (y,),>0 est majorée. Elle
converge donc vers {.

2)Sik > 1etx > 0,notons fi(x) = Vx+ab? et f(x) =+x +a.

On constate que pour tout k > Oettout x > 0,0n a fk(xbzk) = p? f(x). On en
déduit alors par une récurrence descendante que, pour tout k € {1,...,n}, onala
relation fi o ...0 f,(0) = b2 f17+1(0).

En effet, si cette relation est vraie pour un rang &, on a alors

—2

fieto fiowero fu0) = fina @ FHO) =B f1H0)
et la relation est vraie au rang k — 1. Il en résulte qu’elle est vraie au rang 1, et donc

1++v1+4a
> .

que y, = bf"(0). Donc, d’apres 1) la suite (y,) converge vers b

3) Supposons que la suite (y,),en+ converge. Elle est majorée par une constante M.
Mais, en minorant x; ...x,_; par 0, on obtient, puisque la fonction racine carrée est

croissante,
Yn = \/x1+\/xz+~-+\/xn >x,1/2 :x{ .

Il en résulte que 0 < x{” < M. La suite (x,fﬂl) est donc bornée.

Réciproquement, supposons la suite (x,%in)neN* bornée. Il existe M tel que, pour tout

entier n > 1, on ait x> < M, donc x, < M?.

Nous allons montrer que la suite (y,),cn+ est croissante et majorée.

o La suite (y,) est croissante. En effet, la composée de fonctions croissantes étant une
fonction croissante, il en résulte que, pour tout n > 1, la fonction fjo- - -o f; est crois-
sante, et puisque /x,+; = 0, on en déduit fj o---o f,(\/Xps1) = fio---0 f,(0)
c’est-a-dire y,11 = yy.

e La suite (y,),en~ est majorée. En effet, puisque la fonction racine carrée est crois-
sante, on a

ynZ\/xl+\/X2+~-+\/xn<\/M2+\/M22+-~+ M?* .

Mais d’apres la question 2), la suite (\/M2 + \/M22 + -+ VM?") converge. Elle
est donc majorée, et il en résulte que la suite (y,),en+ est également majorée.
Conclusion : la suite (y,),en+ converge.
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Fonctions réelles
/ d’une variable réelle

Les fonctions a valeurs réelles ou complexes d’une variable réelle ont déja été étu-
diées dans le livre de premicre année. L’ objectif est ici d’en consolider les acquis,
ce chapitre faisant I’objet de nombreuses questions aux concours. Les exercices
sélectionnés ici ont été ordonnés selon leur difficulté et leur ensemble constitue un
excellent moyen de préparation pour I’éleve désireux d’aborder sereinement 1’en-
trée en deuxiéme année et un excellent support de révision pour les lecteurs au
moment de la préparation aux épreuves orales.

2.1 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

CCP PC 2006
1 x €

Soit (x,y,z) € R¥telque x < y < z.Montrer A= |1 y &’ > 0.
1 z €

Question de la rédaction : Montrer que le résultat ci-dessus reste vrai lorsqu’on
remplace la fonction exponentielle par toute fonction f : R — R strictement
convexe.

Notons Ly, L, et L3 les trois lignes du déterminant.
e En remplacant L3 par L3 — L, puis L, par L, — L, on obtient

1 x e’
A=10 y—x & —¢e| =@ —x)( —e)—(z—y)e’ —e).
0 z—y e —¢€

Puisque la fonction exponentielle est dérivable sur R, il existe, d’apres le théoreme
des accroissements finis, ¢ €]x, y[ telque e’ —e* = (y —x)e“etd €]y, z[ tel
que & — e’ = (z — y)e?. Il en résulte, puisque ¢ < y < d, que

A=(y—x)z—y)e’ —e)>0.

e Puisque y € ]x, z[,ilexiste A €]0, 1[ tel que y = Ax + (1 — A)z. En remplagant
L, par L, — (AL + (1 — A)L3), on obtient

f(x)
JO) = Afx)+ A =D f@)| =@=x)AfX)+A =1 f@)— ).

1
A=10
1 f(@

N O o=
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2.1 Exercices d’entrainement a

Il en résulte, en vertu de la stricte convexité de f, que A > 0.

Saint-Cyr MP 2006, CCP PC 2005
Soit I un intervalle non vide et soit f : I — R. On pose

A={xel|fof(x)y=x}etB={xel]|f(x)=x}

1) Montrer que si f est strictement croissante sur /, alors A = B.

2) Question de la rédaction : Montrer, par un exemple, que le résultat de 1) est
faux lorsque f est strictement décroissante sur /.

3) Déterminer le nombre de solutions de I’équation exp(ae®*) = x, ot a > 0.

1) e Sans hypothese sur f, si x estdans B, alors f o f(x) = f(f(x)) = f(x) =x
et x estdans A. Donc B C A.

e Si x n’est pas dans B, alors f(x) # x. Ou bien f(x) < x et comme f est stricte-
ment croissante, on a f(f(x)) < f(x)d’ou fo f(x) < x.

Ou bien f(x) > x et comme f est strictement croissante, on a f(f(x)) > f(x)d ou
f o f(x) > x.Dansles deux cas f o f(x) # x. Il en résulte que x n’est pas dans A.
Donc I\ B C I\ Aetalors A C B.D’ou A = B.

2) Soit f la fonction définie sur I = [0, 1] par f(x) = 1 — x. Dans ce cas,
A=1[0,1]etB={1/2}.

3) Pour x € R posons f(x) = e¢“*. La fonction f est strictement croissante lorsque
a > O etles ensembles A et B sont égaux. Comme f(x) > 0, ils sont inclus dans R}.

Pour x > 0, posons g(x) = f(x) — x et étudions les variations de g. On a
gx)y=Ffx)—1=ae™ —1.

Lorsque a > 1,0n a g’(x) > 0 et g est croissante. Son minimum est atteint en 0 et
vaut g(0) = 1. Donc g ne s’annule paset A = B = J.

. Ina .
Lorsque 0 < a < 1, la fonction g’ s’annule en xy = ———, et le minimum de g est
a

. . 1+Ina
atteint en ce point. Il vaut m = .

La fonction g décroitde 1 a m lorsgélue x varie de 0 a x( et croit de m a +oo lorsque
x varie de xp a +00. Donc

—lorsque m > 0 c’est-a-dire pour a €]1/e, 1[, la fonction g ne s’annule pas et de
nouveau A = B = &,

—lorsque m < 0 c’est-a-dire pour a €]0, 1 /e[, la fonction g s’annule une fois et
une seule dans chacun des intervalles |10, m [ et ]m, +oo[, et donc les ensembles
A et B contiennent deux éléments.

—lorsque m = 0, ¢’est-a-dire pour a = 1/e, la fonction g est nulle en e uniquement
et A= B = {e}.
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Centrale PC 2005

Une application de R dans R est contractante si elle est A—lipschitzienne avec
0<A<.

1) Soit f une application contractante de R dans R.
Montrer que f admet un unique point fixe «, qui est la limite de la suite (u,,)
définie par ug € Ret, Vo € N, u,y1 = f(up).
2) Une application 1—lipschitzienne admet-elle un point fixe ?
3) Soit f une fonction dérivable de R dans R. Donner une condition nécessaire
et suffisante sur f’ pour que f soit contractante sur R.

3u? +2

4) Soit (u,) définie par uy € RetVn € N, u,y; = 1 _':_ 5~ - Montrer que (uy)
u

n
converge vers un réel £.

1) Soit g = f — Idg. La fonction f est continue sur R donc g également. Montrer
que f admet un point fixe revient a montrer que g s’annule.

¢ Existence du point fixe. Soita € R. Pour toutréel x, ona | f(x)— f(a)| < A|x—a|

donc f(a) — Ax —a| < f(x) < f(a)+ Alx —al.

Pour tout x > a,ona g(x) < f(a) —Aa — (1 — A)x. Comme 1 — A > 0, on en

déduit que lim (f(a) —Aa — (1 — A)x) = —ooetdonc lim g(x) = —oo. Par

X—+00 X—+00

ailleurs, pour tout x < a, on a g(x) = f(a) — Aa — (1 — A)x, et on en déduit que
lim (f(a) — Aa — (1 — A)x) = +oo etdonc lim g(x) = +oco. Il résulte alors

X——00 X——00

du théoreme des valeurs intermédiaires que g s’annule au moins une fois dans R. La

fonction f admet bien un point fixe.

¢ Unicité du point fixe. Si «; et @, sont deux points fixes de f, alors

lay — an| = | f(a1) — f@)| < Aa) — ay).

Or, A < 1, donc ceci n’est possible que si @ — az| = 0. Le point fixe est alors
unique.
Remarque 1

On aurait pu montrer que I’application g est une bijection de R sur R en montrant
que g est strictement décroissante.

o Convergence de la suite (u,) vers le point fixe
Puisque f(a) = a, onaalors pour toutn € NI'inégalité | f(u,)— f(a)| < A|u,—e|,
c’est-a-dire |u,41 — a| < Alu, — a, et 'on en déduit par récurrence que
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2.1 Exercices d’entrainement a

luy, — a] < A"|up — a|. Comme la suite (A") converge vers 0, il résulte du
théoréme d’encadrement que la suite (i, ) converge vers a.

Remarque 2

Les résultats ci-dessus restent vrais si 1’on remplace R par un intervalle fermé /
telque f(I) C I.

2) L’exemple de I’application x — x+1 qui est 1—lipschitzienne montre qu’une telle
application peut ne pas avoir de point fixe.

3) Si f est A lipschitzienne sur R, on a alors, pour tout (x, ) € R x R*, I’inégalité
‘f(?Hh)—f(X)
h

<A

Lorsque f est dérivable, |f'(x)| =

h) —
%in}) ) ACh, l)z JACY < A. On en déduit que

f' est bornée sur R et que sup|f'(t)| < A < 1.
1R

Réciproquement, supposons f dérivable telle que sup | f/(7)| < 1. Soient x et y réels.
teR

Il résulte de 1’inégalité des accroissements finis que | f(x)—f(y)| < |x—y|sup|f’'()|.
teR
La fonction f est donc lipschitzienne de rapport A = sup | f/(¢)|, et puisque A < 1,
teR

la fonction f est contractante.
Conclusion : lorsque f est dérivable sur R, elle est contractante si et seulement si la
fonction f’ est bornée avec sup | /(1) < 1.

teR

Mise en garde : il existe des fonctions dérivables sur R telles que pour tout
t € R, |f'(t)] < 1 mais sup|f'(r)] = 1. Bien entendu, f n’est pas contractante
teR

dans ce cas. Pour un exemple, prenez la fonction définie sur R par f(¢) = V% + 1.

2
4) La fonction f : x — f(x) = 3;27:12 est dérivable sur Ret f/(x) = (xzz%)z .
1—3x2

Sur [0, 400, la fonction f’ est positive et atteint son maximum pour 1/ V/3. Alors,

3v3
puisque f” est impaire, ona sup | f'()| = f'(1/V3) = T\/_ < 1.Lafonction f est
t€R

donc contractante. Elle admet un unique point fixe ¢ et la suite (u,,) converge vers £.

Comme f” est dérivable, on étudie ses variations en calculant f”(x) = 2

Remarque
En utilisant un logiciel de calcul formel, par exemple avec Maple

f:=x->(3%x"2+2)/(1+x72) ;x:=1.;
for i from 1 to 10 do x:=f(x) od;
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On obtient comme valeur approchée de ¢ le nombre 2,89328919. On remarquera
que la constante de contraction étant « petite » (proche de 0,65), la convergence
vers £ est trés rapide.

Centrale MP 2007

1 X
1) Montrer que ’application ¢ : x € [1,e] — (1 + —> est une contraction
X

sur [1,e] .
2) Calculer inf{x € R*™ (x +1)* <x**'}.

1) Etudions les variations de ¢ sur I = [ 1, +oco].
La fonction ¢ est dérivable sur I, et 'on a ¢'(x) = ¢(x)g(x), ou 'on a

1 1
posé g(x) = In (1 + —> -1 La fonction g est dérivable sur / et ’on a
X X

gx) = . Donc g est décroissante sur /. Comme lim g(x) = Oon a,
X—+00

S x(x+1)2

sur I, ’encadrement 0 < g(x) < g(1) = In2 — 1/2. Donc ¢'(x) > 0 et la fonction

¢ est croissante. De plus  lim ¢/(x) = e. Il en résulte que, six € [,ona ¢(x) < e,
X—+00

etdonc 0 < ' (x) <e(ln2—1/2)~0,52< 1.

De plus (1) = 2 etonendéduitque y([1, e]) C [1, e],etque sup | (x)| < 1.
x€[l,e]

Donc la fonction ¢ est contractante sur [ 1, e] .

On remarque également que sur /, la fonction x — (x) — x a une dérivée négative.

Elle est donc strictement décroissante sur /.

2)Soit E = {x € R*™, (x+1)* < x**'}.Onaégalement E = {x € R™ y(x) <x}.
Lorsque x €10, 1[,ona (x + 1)* > 1 > x**! et x n’appartient pas a4 E. Sur [ la
fonction x +— (x) — x est strictement décroissante et varie de 1 2 —co. Comme elle
est continue elle s’annule en un point £ et un seul. Il en résulte que inf £ = £ et £ est
I’unique point fixe de .

Il résulte des résultats de I’exercice précédent, que, quel que soitle pointxg € [1, e],
la suite définie par la relation de récurrence x,.; = (x,) converge vers cet unique

point fixe £. Un calcul effectué avec Maple donne 2, 293166 comme valeur approchée
de /.

CCP PC 2006, Mines-Ponts MP 2006

2
ex

-1
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = six #0et f(0)=0.

1) Montrer que f est dérivable en 0.



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

2.1 Exercices d’entrainement a

2) Montrer que f une bijection de R sur R.
3) En admettant que f est de classe €"° au voisinage de 0, déterminer les cing
premiers termes du développement limité de f~' au voisinage de 0.

1) Montrons que f est dérivable en 0. En effet, pour tout x € R* on a

2 2
_ SR | -1 —
fx) — 1) _¢ 5 . Comme ¢ 5 ~ 1,onaalors lim M =1.
X X X x—0 x—0 X
Donc, f est dérivable en 0 et f/(0) = 1.
2x2 — 1)e* +1
2) La fonction f est dérivable sur R* et on a f'(x) = %. La

2
X
fonction f’ est du méme signe sur R* que la fonction u définie sur R par
2
u(x) = 2x* — 1)e* +1.
. L . s 2 , .
Cette fonction u est dérivable et I'on a u’'(x) = 2x(2x% + 1)e¢* . On en déduit
que u’(x) est du signe de x. Alors u est strictement décroissante sur ] —oo, 0] et
strictement croissante sur [0, +oo [ et puisque u#(0) = 0, on en déduit que u, et donc
également f’, sont strictement positives sur R*. En outre f'(0) > 0. On en conclut
que f est strictement croissante sur R.
Conclusion : la fonction f est une application bijective de R sur l'intervalle

] lim f(), lim f([=R.
3)

Remarque
On peut montrer que f est une fonction ¥>° sur R en utilisant les séries entieres.

Comme f est de classe €°° au voisinage de 0 et que f'(0) # 1, alors ! est de
classe ¥°° au voisinage de f(0) = 0, donc admet des développements limités de
tous ordres. Par ailleurs, la fonction f est impaire, donc f ' est également impaire.
La fonction f~! admet donc un développement limité au voisinage de 0 de la forme
fﬁl(x) =ax +bx> +cx’ +o(xY).

On a facilement le développement limité de f a 1’ordre 5. En effet, puisque
2 3

= ltx+ s + o(x?), on obtient
2 6
4 6 3 5
e = 1+x2+%+%+0(x6), d’ou f(x):x+%+%+o(x5).

En effectuant le développement limité de f~! o f 4 1’ordre 5 au voisinage de 0, on
obtient

(f 7' o )x) = af (x) + bf (x)* + cf (x)° + o(x”).

Par ailleurs

5
(PO =+ 200, et (F@) =2 o).
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D’ou
(f "o Hx) = ax + (‘21 +b) PN (% + % +c> 5+ 0%,

D’autre part, pour tout x réel, f ' o f (x) = x. Ainsi, par unicité du développement

3b
limité, on obtient le systtmea = 1, —+b = %+7+c =0doul’ontireb = —1/2
etc=7/12.
3 7 5
On a finalement f~'(x) = x — % + % +o(x).

CCP PC 2006
Soienta € Retr > 0, etsoit f € €°(I,R)oul =la—r,a+r[.
Déterminer, si elle existe, %irr(l) ¢(h), ou

o(h) = 1 (f(a+3h)—3f(a+2h)+3f(a+h)—f(a)).

On va appliquer la formule de Taylor-Young. Puisque f est de classe €° sur
la —r, a+r[,ona, pour & assez petit, les relations

h? W’
fla+h)= f(a)+hf'(a)+ = f "(a)+ — f (3>(a) +o(h?).
fla+2h) = f(a)+2hf'(a) +2h* f”(a) + f<3>(a) +o(h?).

fla+3h) = f(a)+3hf'(a) L2 f"( )+ f(3)(a) +o(h).

Dot f(a+3h)—3f(a+2h)+3f(a+h)— f(a)= h3f(3)(a) +o(h?).
Alors ¢(h) = fP(a) + o(1) et donc lim () = ).

Centrale PC 2005

x*

Déterminer, si elle existe, lim
x—0t x¥ —1°

Rappelons que x* désigne x* et non (x*)*. Nous allons déterminer un équivalent
du numérateur (resp. dénominateur), au voisinage de 0*.

Soit x €]0, +00 [, on a par définition x* = ¢*'"*. Sachant que x Inx tend vers 0
lorsque x tend vers 0", on peut alors écrire x* = 1+ xInx + o(x Inx). Ainsi, au
voisinage de 0%, on obtient x* — 1 =xInx +o(xInx) ~ xInx.
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2.1 Exercices d’entrainement a

. X X 2 2
On a ensuite xx — ex Inx — elnx+x(lnx) +o(x(In x)7) . Comme
x(In x)2 tend vers 0 lorsque x tend vers 0*, on en déduit que, au voisinage de 0%,

x* x*

2 2
— xex(lnx) +o(x(In x)~)

=0.

~— et

X . .
ona x* ~ x.Finalement , im
x*—1 Inx x—0" x* — 1

Navale PSI 2005

Soient f et g deux fonctions de classe €' et positives sur 10, +oo [, avec f’
décroissante et strictement positive sur ]0, +oo[ etg = o(f/f’).
X—+00

Montrer que f(x + g(x)) It f(x).

—+00

Remarquons que les hypotheses impliquent que f est strictement croissante et posi-
tive sur ] 0, +oo [ donc est strictement positive.

Nous allons montrer que lim M _
x—too - f(x)
Soit x €10, 400 [. Comme g(x) > 0,ona x < x + g(x). Si g(x) > 0 alors, en

appliquant le théoreme des accroissements finis, il existe c(x) dans ]x, x + g(x)[
tel que f(x +g(x)) — f(x) = g(x) f'(c(x)). Mais f’ est décroissante sur |0, +oo [,
donc f'(c(x)) < f'(x). En utilisant également la croissance de f, on en déduit I’en-
cadrement

1.

0< for+gx) | fa+gl) — f(¥) < g(X)f’(X).
fx) fx) f(x)

Ces inégalités restent vraies si g(x) = 0.

/
Sachant que par hypothese lim g (x)
e @)

= 0, on a le résultat en vertu du théo-

réme d’encadrement.

Saint Cyr PSI 2005
A T’aide de Maple, faire I’étude locale au voisinage de 1/2 de la fonction

1
fix - (x2 -1 Arctan2

I : tangentes, demi-tangentes, position de la

courbe ; étude des branches infinies.

Les calculs peuvent étre faits « a la main », en voici le détail.

3 1
ePosonsu = x —1/2.0na f(x)= <u2+u—1> Arctanz—.Pouru > 0,ona
u

1
Arctan s g — Arctan(u) = % —2u+o(u?).
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3 +3 —4
Dot f(u) = —% + 772 u+ 7 > u? + o(u?). La courbe admet donc une
. . ) .. . 37 w+3 1 )
demi-tangente a droite d’équation y = -y + 7 x=3) et puisque
3w w+3 1 T—4 1\°
B e B ~ B 1 loca-
f(x) < 2 + > (x 2)) > (x 2) < 0, la courbe est loca
lement située au-dessous de sa demi-tangente.
1
Pour u < 0, on a Arctan o —g — Arctan(2u) = —g —2u+o(u?).
u
3 —7+3 -7 —4
Dot f(u) = % + 772 u+ 772 u? + o(u?) . La courbe admet donc une
. . .. . 37 —m+3 1 i
demi-tangente a gauche d’équation y = 3 + 2 =5 et puisque
2
3 —7T+3 1 -7 —4 1
fx) — <?7T+ 772 <x—§>> ~ 7T2 <x—§> < 0, la courbe est de
nouveau située localement au-dessous de sa demi-tangente.
1 1
ePosonsu = 1/(2x —1).Ona u = 2 <1 + —) et
u
1 2 1
fx) = <— (1 + —+ —2> — 1) Arctan u
4 u u
1 1 3 3 ;
= <4—uz+ﬂ‘z> (“‘?*‘““ >>
1 /1 u 3u? u?
= |-+ - 1 - — 2
u <4+2 zl) < 3 +d”)>
1 /1 5u? 1 1 5
= . (F%‘%”("Z)) =ty tow
x 1

. s, (1
274 T e2x—1nT\x )"

1
La courbe admet comme asymptote la droite d’équation y = % + > et puisque
1 5
fx) — (% + 5) ~ e =) la courbe est au-dessus de son asymptote lorsque

x tend vers —oo et au-dessous lorsque x tend vers +oo.

Exercice 2.10

Mines-Ponts PC 2005
1 1

In(l+x) x°
1) Déterminer le domaine de définition de cette fonction.

On définit une fonction f par f(x) =

2) Montrer que f est prolongeable en une fonction dérivable au point 0. On note
%'s le graphe de la fonction ainsi prolongée.
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3) Déterminer I’équation de la tangente 7" a 6’y au point d’abscisse 0, et détermi-
ner la position locale de &’ par rapporta T.

4) Questions de la rédaction : Etudier les variations de f ainsi que le comporte-
mentde f en +oo eten —1.

1) La fonction est définie lorsque 1+x > Oetx # 0,donc Z; =]—1, 0[ U |0, +oo[.

2) et 3) Ces deux questions se traitent en effectuant un développement limité de f
au voisinage de 0. Il faut un développement d’ordre 1 pour obtenir la dérivabilité et
I’équation de la tangente en 0. Pour obtenir la position de la courbe par rapport a sa
tangente, on poursuivra le développement limité jusqu’a obtenir un terme non nul.
Ici I’ordre 2 suffira.

Faisons donc un développement limité a I’ordre 2 en 0. En réduisant f au méme
) ) x —In(1+x ..
dénominateur, on obtient f(x) = # et au voisinage de 0, on a
xIn(1 + x)
xIn(1 +x) ~ x2. En raison de la division par x?, il faut donc partir d’un développe-

ment limité de x — In(1 + x) a I’ordre 4. On obtient

1 1 1 1
_ == —-1].
S x——+———+o(x4) x X (1——+———+0(X3) >

= 1+u+u2+u3+0(u3),0n

En utilisant ensuite le développement limité

—u
trouve celui de g(x) = e 1_ i +0(x3)
o = 1G5 (1))
=1 %—% XZ %—%+§+0(x3)
=1 %—T—;+§ o(x?)
Alors f(x):g(xli_l_%_le2 2; +o(x?).

On peut donc répondre aux questions posées :
e La fonction f se prolonge en 0 par la valeur 1/2.

e La fonction f prolongée est dérivable en 0 et f'(0) = —1/12. L’équation de la

t t 0 est ! al
angenteen(Qest y = - — —
& YTaT
e La position de la courbe par rapport a sa tangente est donnée par le signe de la
1 2 2
différence f(x)— (— — 1x_2> = %+0(x2) o et ce signe est positif au voisinage

de 0. La courbe est donc au-dessus de sa tangente au voisinage de 0.
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4) La fonction f est dérivable sur ] —1, +oo[ et pourx € Z; \ {0}, ona

—x2+ (1 +x)(In(1 + x))?

SO = = own( + 0
et f'(x) est du signe de g(x) = —x% + (1 + x)(In(1 + x))*. On étudie les
variations de g. Cette fonction est deux fois dérivable et 'on a successivement
¢'(x) = —2x + (In(1 + x))> + 21In(1 + x) puis g"(x) = 2 ln(lf’* . Enfin en
étudiant h(x) = In(1 + x) — x qui est dérivable, ona h'(x) = — 0 ix )

Donc h’(x) est du signe de —x. Il en résulte que /4 atteint son maximum en 0. Comme
h(0) = 0, on en déduit que &, donc g”, est négative.

Alors g’ est décroissante et s’annule en 0. Il en résulte que g’(x) est du signe de —x
et que g atteint son maximum en 0. Comme g(0) = 0 on en déduit que g et donc f’
sont négatives. Alors f est décroissante sur | —1, O[ et sur ]0, +co[. Comme f est
continue sur ] —1, +oo [, on déduit des résultats précédents que f est décroissante
sur | —1, 400 [.

On obtient facilement XEIPOO f(x) =0, donc I’axe Ox est asymptote horizontale.

On a également lim1 f(x) = 1 donc f se prolonge par continuité en —1 par
X——
la valeur 1. Etudions si f se prolonge en une fonction dérivable en —1. On a
fx)—1 1 .
= — — et cette expression tend vers —oo en —1. La
x+1 x+DIn(x+1) x

fonction f ne se prolonge pas en une fonction dérivable en —1, mais sa courbe
représentative aura une demi-tangente verticale en ce point.

1 -08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

X
CCP PC 2005
Soit ¢4 ’ensemble des fonctions continues de R dans R vérifiant I’identité
Vix,y) €R? glx+y)+g(x —y) =2[gx)+g]. (%)
Soitg € 4.

1) Montrer que g(0) = 0 et que g est paire.
2) Montrer que, pour tout (x,n) € R x N,on a g(nx) = nzg(x).
3) En déduire que, pour tout (x,r) € R x Q, on a g(rx) = r’g(x).



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

2.1 Exercices d’entrainement a

4) En déduire quels sont les éléments de 1’ensemble ¥.
5) Soit .# I’ensemble des fonctions continues f de R dans R* vérifiant I’identité

Vx,y) € R fx+y)fx —y)=[f&)FO)I™ (%)

Déduire de la question précédente quels sont les éléments de I’ensemble .7 .

1) En prenant x = y = 0 dans (*), on obtient 2g(0) = 4g(0) et donc g(0) = 0. En
choisissant a présent x = 0 et y quelconque dans (*) et sachant que g(0) = 0, on
obtient g(y) + g(—y) = 2g(y), donc g(—y) = g(y) et g est alors paire.

2) Pour établir 1’égalité g(nx) = nzg(x), pour tout (x,n) € R x N, on procede
par récurrence. Soit x € R quelconque. L’égalité recherchée est clairement vérifiée
pour n = 0 et n = 1. Supposons la vérifiée jusqu’a I’ordre n > 1. On a alors, en
remplagant x par nx et y par x dans (x),

gnx +x)+g(nx — x) = 2[g(nx) + g(x)],

soit, en appliquant I’hypothése de récurrence,

g((m+ Dx)+(n — 1)?g(x) = 2[n’g(x) + g(x)].
On en déduit donc que

g(n+Dx) = g2n*+2—(n— 1)
= g)[n*+2n+1],

doug((n+x)=m+ 1)2g(x) qui est 1’égalité cherchée a 1’ordre n + 1. Donc, par
récurrence, 1’égalité est toujours vraie.

1
3) Soitg € N*.Onax = q-i, donc g(x) = ¢°g <£>,d’0ﬁ g (f) = —g(x).
q q q q
2
Soitr = L €Q.Onarx = p{, donc g(rx) = p*g <x> = p—zg(x) =rlg(x).
q q q q

4) On en déduit que, pour tout » € Q, ona g(r) = rzg(l). Soit g; la fonction définie
sur R par g;(x) = x>g(1). Les fonctions g et g; sont continues sur R et coincident
sur Q. Or, Q est dense dans R, donc g et g; coincident sur R et par conséquent
g(x) = Ax?, avec A = g(1), pour tout x € R. Réciproquement, une fonction du type
x+— Ax>, avec A € R quelconque, vérifie I’identité ().

Conclusion : 4 = {x — Ax?; A€ R}.

5) Soit f € % ; comme I'image d’un intervalle par une fonction continue est un
intervalle, f(R) est un intervalle de R*. Par conséquent, ou bien f(R) C R*™ ou
f(R) C R™*. Dans les deux cas, | f| est une fonction strictement positive sur R et
I’on a alors I’équivalence f € F <= In|f| € ¢ . Par conséquent, on a pour tout

x €R, In|f(x)| = Ax?, d’ol | f(x)| = A et f(x)= eeA"z, avec € = =£1.
Conclusion : F = {x — g ce=2dletAc R}.
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2.2 EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT

TPE PC 2006 K

Soit n € N* et soit la fonction f,, définie sur 10, +oo[ par f,(x) = x"Inx.
1) En appliquant la formule de Leibniz calculer £,

k—1
2) Etablir que Z - 1) <n> Z Z

i . o [
Indication de la rédaction : on pourra écrire, Vk € N*| = / xldx
0

3) En déduire un équivalent de £"(1/n) lorsque n tend vers +oc.

1) Soit n € N*, la fonction g, : x — g,(x) = x" est de classe ¥°° sur R et, pour
!
toutentier k < n,ona gPx)=nn —1)...(n —k+ x" "~ = (nik)‘ X"k
n — i

Pour x > 0, posons A(x) = Inx . On démontre par récurrence que pour tout k € N*,

@ (=D 1k — 1! , -
h™(x) = ————— . En appliquant la formule de Leibniz, on aura donc
X

n

n : .
f = (g,h)™ = Z (k) h®g=h " d>on, en isolant le premier terme,
k=0

M) = n‘lnx+z< >(1)kl(k_1)'”'xk

.
e ()

2) L’expérience montre que sans ’indication proposée cette question est difficile.
1

1
Vk € N*, Z :/xk_ldx.
0

k—1 L/
On obtient alors Z( >( 1]3 — /( (Z>(_1)k—1xk—1> dr.
o \k=I

-1 <
Mais, pour x > 0, on a Z <Z> (_l)k—lxk—l _ — Z (’]Z) (—x)k.
k=1 k=1

On déduit alors de la formule du bindme de Newton

_ n _1)k—1 o\
=Y ()T =y p = =G
k=1

X k X




© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

2.2 Exercices d’approfondissement a

En appliquant l’identité remarquable 1 —u” = (1 —u)(1+u+---+u"""), on obtient
1-(C
(7 = Z(l , puis, on integre sur [0, 1]

(— l)kl ’ (1_x)€+] l_”_l 1 B "1
Z(k) /(1 x)dx_ [_ (+1 ]0_ (+1 2k

k=1
ce qui donne ﬁnalement l’egahte voulue.

n
1
3)Pour toutn € N*ona £"(1/n) = n! (; r lnn> )
n

. 1 .
Sachant que la suite <Z - In n) converge vers la constante d’Euler y (voir par
k=1
exemple notre livre d’ Analyse de premicre année ), on obtient

£ /my  ~  ynl.
n—+oo

Mines-Ponts PC 2006 et 2007 KK
Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f définie par la relation

sin(7r /x?)
flx) = 2.7/
sin(7r /x)
Montrer que f se prolonge par continuité a R.
Indication de la rédaction On pourra introduire la fonction g définie sur R \ Z
sin(7ru?)
par g(u) = ———.
u sin(7u)
e La fonction f n’est pas définie pour x = 0, et pour toutes les valeurs annulant
sin(7r/x) c’est-a-dire pourx € {1/p | p € Z*}.
¢ Etudions la fonction f en ces points.
Puisque f est impaire, il suffit de prolonger f aux points 1/n ot n € N*.
Soit n € N*. En remarquant que f(x) = xg(1/x), ot g est définie, sur R \ N par

: 2
g(u) = M, il suffit d’étudier le comportement de g(u) lorsque u tend vers
u sin(7ru)
I’entier n. En posant u = n + h, on a
sin(7r(n + h)?) sin(7r(h? +2nh))
gn+h)= - = - .

(n + h)sin(r(n + h)) (n + h)sin(wh)

m2nh , .
On en déduit g(n + h) ~ = 2. Il en résulte que lim f(x)=2/n.

—0 nwh x—1/n

La fonction f se prolonge par continuité au point 1/n en posant f(1/n) =2/n.
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o Il reste a étudier le comportement de f en 0. Revenons a la fonction g. Lorsque

7TI/t2

u tend vers 0, on a g(u) ~ —— = 1 donc g se prolonge par continuité en 0 par
uTU

la valeur 1. Comme elle se prolonge aussi en 1 par la valeur 2, ¢’est une fonction
continue sur le segment [0, 1] et elle est bornée. Soit M la borne supérieure de |g|
sur cet intervalle. Onadonc M > g(1) =2.

Nous allons montrer que M est alors la borne supérieure de |g| sur R*. Soit
u €]0, +oo[ et soit n sa partie entiere. Alors u — n appartient a [0, 1] et
|g(u — n)| < M, donc

| sin(ar(u — n)*)| < M(u — n)|sin(7(u — n))| = M(u — n)| sin(7u)| .
Alors, en écrivant u> = (u — n)* + 2nu + n’, on obtient
sin(7ru?) = sin[7(u — n)*] cosRQunar) + cos[m(u — n)?*] sin(Qunr) , et donc
| sin(zru?)| < M(u — n)|sin(zru)| + | sinQunr)| .

Mais on démontre facilement par récurrence, que, quel que soit u réel etn € N, on a
| sin(nuar)| < n|sin(ur)| et comme M > 2 on en déduit

| sin(7u?®)| < M(u — n)| sin(um)| + 2n|sin(um)| < Mu|sin(7u)| .

Il en résulte que g est majorée par M sur R*. On en déduit que pour tout x réel
positif on a | f(x)| < Mx, et donc f(x) tend vers O lorsque x tend vers 0. On peut
donc prolonger f par continuité en O par f(0) =0.

Exercice 2.14

Centrale PSI 2006 K

La premiere question de cet exercice utilise un résultat sur les séries entiéres.

1 1
t\/ﬁ — ?pourt E]—OO, 1/4[\{0}

1) Montrer que f admet un prolongement en O qui la rend "°° .
2) Dresser le graphe de f. Etudier sa convexité.

Soit f:t—

1) En utilisant la série du bindme (voir chapitre « Séries entieres »), la fonction
t — (1 —41)~"/? admet un développement en série entiere de rayon 1/4 de la forme

oo o

(140712 =142+ a,t" . Alorssit # 0, on obtient f(f) =2+» a,t"~'.La

n=2 n=2
fonction f se prolonge en O par la valeur 2, et comme elle admet un développement
en série entiere au voisinage de 0, le prolongement est une fonction ¢’ au voisinage
de 0. Comme la fonction f est ¢ sur ] —oo, 1/4[\{0}, le prolongement sera ¢
sur ] —oo, 1/4[ .
2) Les calculs suivants peuvent se faire a la main, on peut aussi préférer utiliser un
des logiciels de calcul formel disponibles a I’oral de Centrale.
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2.2 Exercices d’approfondissement a

6t — 1+ (1 —4r)3/?
12(1 — 41)3/2

e Sur | —o0, 1/4[\{0}, on a successivement f'(t) = , puis

3002 — 107 + 1 — (1 — 41)°/2
14 t — 2
f 13(1 — 41)3/2

Pour étudier le signe de f”/, posons u = \/1 — 4t, c’est-a-dire t = (1 — u*)/4, avec
u = 0. On obtient alors

15u* 2 2 1—u)3

302 — 10041 — (1 — )2 = s 4 1200 5 3 GuitSut ) —u)”
, 38 4 28 8

donc f"(t) = 16 Bu”+9u+3)A —u)” 1 M.Alors " est posi-

ud(1l — u?) B uS(1 +u)?

tive et la fonction f est convexe. Il en résulte que f’ est croissante, Et puisque
lim f’(x) = 0, on en déduit que f’ est positive. Donc f est croissante.

X——00

Remarque
On pourrait étudier directement le signe de f’ en utilisant encore le changement

de variable u = /1 — 4¢.

e On complete I’étude de la fonction f avec lim f(x) = 0, donc I’axe Ox est

asymptote horizontale de la courbe représentative de f, et xgrg ) f(x) = +oo donc

la droite d’équation x = 1/4 est asymptote verticale.

4

|

i

r2

/ g

-4 -3 ) - 0

Centrale PSI 2007 KK

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = sup |xt — sinz|.

0<1<m/2
Exprimer f(x) al’aide des fonctions usuelles en distinguant trois cas : d’une part
x < 0,dautre part 1 < xetenfin0 < x < 1.
Tracer le graphe de f a1’aide de Maple.
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o Soit x un réel, exprimons f(x) de facon simple.

La fonction g,, définie sur [0, w/2] par g.(t) = xt — sint, est dérivable sur

[0, /2] et gi(t) = x — cost.

— Lorsque x > 1, gi.(¢) est positif, et g, croitde 0ax7/2—1,donc f(x) = x7/2—1.

— Lorsque x < 0, g;(t) est négatif, et g, décroit de 0 a x7/2 — 1, donc
fx)=1—xm/2.

— Lorsque x €]0, 1[, la dérivée g’ s’annule en t = Arccos x. Elle est négative sur

[0, Arccos x ] et la fonction g, décroit de 0 a g,(Arccos x). Ce nombre est donc
négatif.

La dérivée g, est positive sur [Arccosx, /2] et la fonction g, croit de
gx(Arccosx)axm/2 —1.
Sachant que, pour y € [0, 7],0ona

sin(Arccos y) = /1 — cos2(Arccos y) = /1 — y2,

on en déduit alors que g, (Arccos x) = x Arccosx — /1 — x2.
Lorsque x appartient a I’intervalle ]0, 2/7 ], on a alors

f(x) = —g,(Arccosx) = /1 — x2 — x Arccos x .

Lorsque x appartient a I’intervalle 12/, 1[,ona
F(x) = max(v/1 — x2 — x Arccos x, %T —1).

En étudiant sur ]2/7, 1[ la fonction ¢ définie
T
par ¢ i x > X — 1 +x Arccosx — /1 — x2
., T
dont la dérivée ¢’ : x — > + Arccosx est

strictement positive, on constate que ¢ est stricte-
ment croissante et qu’elle s’annule en une valeur
et une seule xo. Un logiciel de calcul formel
donne 0,7246113538 comme valeur approchée
de x( et 0, 1382168528 comme valeur approchée \
de f(xp). N2

En résumé

XTT \\\

7—1 six € [xg, +oo[ .
fx) =41 —x2—xArccosxsix €10, xg1]
1 % six €]—o0, 0] \/
-2 -1 0 1 2

Ci-contre la courbe représentative de f. x
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2.2 Exercices d’approfondissement a

Exercice 2.16

Centrale PSI 2005

On considere 1’espace vectoriel E des fonctions f € €([0, 1],R) telles que
fO) = f(D).

1) Montrer que : Vp e N*, Vf € E, 3x € [0, 1], f(x)= f(x+1/p).

2) Pour f(x) = sin(27x), déterminer I’ensemble A desa € [0, 1] tels qu’il
existe x € [0, 1] vérifiant f(x) = f(x +a).

3) Question de la rédaction : Soit ¢ un réel dans ]0, 1] qui n’est pas I'inverse
d’un entier. Montrer qu’il existe une fonction f continue sur [0, 1], telle que
f(@0) = f() et telle que f(x +c) — f(x) ne s’annule pas sur [0, 1 —c]. On
pourra chercher f sous la forme x — cos(ax) + Bx.

1) Soit p fixé dans N* et soit f € E. Introduisons la fonction g définie sur

[0,1—1/p] par g(x) = f(x) — f(x + 1/p). La fonction g est continue sur
p—1

[0,1—1/p] etl’on a Zg(k/p) = f(0) — f(1) = 0. Il en résulte que les
k=0

nombres g(k/p) pour 0 < k < p — 1 ne peuvent étre tous strictement positifs ou

tous strictement négatifs. Il existe donc deux entiers k; et k; tels que g(k;/p) > 0 et

g(ka/p) < 0. Alors, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe x com-

pris entre k;/p et k,/p, donc appartenant a [0, 1], tel que g(x) = 0, c’est-a-dire

tel que f(x) = f(x+1/p).

2) Soita € [0, 1]. Résolvons I’équation sin(27(x + a)) = sin(27x). Il y a deux

possibilités :

ou bien 27 (x +a) = 27x + 2k avec k € Z ce qui donne a = k avec x quelconque.

On a donc uniquementa = Qoua = 1,

1 —2a+2k

1 .

Cherchons quand x appartienta [0, 1]. On obtient que 0 < x < 1 est équivalent a

—3/2+k < a < 1/2 + k. En particulier ces inégalités sont vérifiées pour tout a de

[0, 1] en prenant k = 1.

oubien 27w(x +a) = m —27wx +2kw avec k € 7Z, ce qui équivauta x =

Il en résulte que pour touta de [0, 1], il existe x dans [0, 1] tel que f(x+a) = f(x).
11 suffit de prendre x = (3 —2a)/4.Onadonc A = [0, 1] .

3) Cherchons une telle fonction sous la forme proposée dans I’énoncé. La premiere
condition f(0) = f(1) impose 8 =1 —cosa.

Onaalors f(x +c)— f(x) = cos(a(x +c)) —cos(ax)+c(l —cosa).Siac =2,
on aalors f(x +¢) — f(x) = c(1 — cos(a)) = (1 — cos(27/c)). Comme ¢ n’est
pas I'inverse d’un entier cette quantité est non nulle pour tout x dans [0, 1 —c].
La fonction f : x — cos(2mx/c) + x(1 — cos(27/c)) remplit bien les conditions
proposées.
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Exercice 2.17

Mines-Ponts PC 2005
Soit n > 2 et soit P € R[X] de degré n. Montrer que si P a n racines réelles
distinctes, alors Q = P? + 1 a2n racines distinctes dans C.

Soient ay, . . ., a, les racines réelles distinctes de P avec a; < a; < ... < a,. Lap-
plication du théoréme de Rolle dans chacun des n — 1 intervalles [a;, a;+1 ] pour
1 <i < n— 1, montre que P’ posséde n — 1 racines réelles distinctes, et comme il
est de degré n — 1 il n’a pas d’autres racines complexes.

Le polynome Q est de degré 2n et posseéde donc 2n racines complexes, comptées
avec leur ordre de multiplicité. Supposons par 1’absurde que Q possede une racine
multiple . Alors P?(a) = —1, donc P(a) = +i n’est pas réel, et puisque P appar-
tient a R[X], il en résulte que a ne peut pas étre réel.

Mais « est aussi racine de Q' = 2P P’, et comme a n’est pas racine de P c’est
nécessairement une racine non réelle de P’, ce qui n’est pas possible. Il en résulte
que les racines de Q sont simples, et Q possede 2n racines complexes distinctes.

‘ Remarque

Ce résultat est encore vrai pour tout polynéme Q = P*+w?, oll w appartient 2 R*,

Exercice 2.18

Mines-Ponts PSI 2005 K
Soit f une fonction de classe ' de R dans R telle que : Vx € R, | f'(x)| < | f(x)].

Montrer que : Vx € R, | f(x)| < | £(0)]e!! .
Indication de la rédaction Montrer que s’il existe un réel a tel que f(a) = 0,
alors f est identiquement nulle.

e Supposons que f s’annule en un point a.
— Montrons que f est identiquement nulle sur [a, +oo [ . Soit G la primitive de | f”|

X
qui s’annule au point a. Soit x € [a, +oo[. Sachant que f(x) = / f'(t)dt,on a

f()l < / |f'®]dt = G(x). Or, | f'(0)] < | f(0)] d’0b G'(x) < G(x).

La fonction ¢ définie sur [a, +oo[ par ¢(x) = e *G(x) est dérivable et I’on a
¢'(x) = e *(G'(x) — G(x)). Comme ¢’ < Osur [a, +oo [, ¢ est donc décroissante
sur [a, +oo [ . Par ailleurs ¢ est positive et ¢(a) = e~ “G(a) = 0. Il en résulte que
¢ =0sur [a, +oo[ etdonc G = Osur [a, +oo[ d’out f' = O sur [a, +oo | et par
conséquent f = 0 puisque f(a) = 0.
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— Pour montrer que f est identiquement nulle sur | —oo, a ], on considere la pri-
mitive H de | f’| sur ] —oo, a] qui s’annule au point a et on procéde de la méme
facon.

e Supposons maintenant que f ne s’annule en aucun point. On peut considérer la
fonction g = In | f|. Elle est dérivable sur Ret g’ = f'/ f.Pourtout x € R, onaalors

xf/(l) /X f/(l)
1 1 0) = dt <
n|f(x)]—In|f(0)] oS LT

0
Exercice 2.19

Polytechnique-ESPCI PC 2006 KK

dr < |x| do| f(x)] < | £(O)]e"].

Calculer  inf sup sin(pa) | .
ac]0,7/2[ PEZ

Remarquons tout d’abord que lorsque @ = 77/3, le nombre sin(pa) ne peut prendre

que trois valeurs distinctes, +v/3 /2 et 0. Donc dans ce cas sup sin(pa) = V3 /2.
PEZ

Nous allons montrer que pour tout ¢ € 10, 77/2[, on a supsin(pa) > V3 /2.
PEL

Distinguons deux cas :
seac [7w/3, /2]
La fonction sinus étant croissante sur cet intervalle, on a

sup sin(pa) > sina > sin7/3 = V3/2.
PEZ

e a« €]0,7/3] Soit p le plus petit entier naturel tel que pa > 7/3. On a
donc (p — Da < 7/3 d’ott pa < a+ 7/3 < 27w /3. Alors, de I’encadrement

7/3 < pa < 27/3 il résulte que sin(pa) > sinw/3 = /3/2.

Dans tous les cas, on a sup sin(pa) > v/3/2.
PEZ

Alors inf sup sin(pa) | > V3 /2, et la borne inférieure est atteinte pour
a€c]0, 77/2 [ PEZ

a = /3 d’ou I’on déduit finalement inf sup sin(pa) | = V3 /2.
ac]0, 77'/2 [ pEZ



\
D Intégration sur un segment

3.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

3.1.1 Intégrale fonction de sa borne supérieure

@ (e qu'il faut savoir

Soit I un intervalle contenant au moins deux points. Soit f une fonction continue
sur [ a valeurs dans C.

e Soit xg € I. La fonction définie sur / par F(x) = / f(¢)dt est 'unique
X0

primitive de f sur / qui s’annule en x.
e Soient J un intervalle contenant au moins deux points, u# et v deux fonctions
v(x)
dérivables sur J a valeurs dans /. Alors la fonction G : x +— f()dt est
u(x)

dérivable sur J et, pour tout x € J,ona G'(x) = v'(x) f(v(x)) — u'(x) f (u(x)).

CCP MP 2006
1

Soit f € ‘50([0, 171, R) telle que/ f()dt = 1/2. Montrer qu’il existe
0

x0 €10, 1[ tel que f(xp) = xp-
Indication de la rédaction : considérer une primitive de x — f(x) — x.

X 2
On considere la fonction ¢ définie sur [0, 1] par ¢(x) = / f@®)dt — % .
0

X
Puisque f est continue sur [0, 1], la fonction x — / f()dt est dérivable
0

sur [0, 1], donc ¢ est dérivable sur [0, 1] et ¢'(x) = f(x) — x. En outre,
¢(0) = ¢(1) = 0. Le théoreme de Rolle entraine alors 1’existence d’un réel
x0 €10, 1] tel que ¢'(xp) = 0, c’est-a-dire f(xo) —xg = 0.
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3.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

ENSEA MP 2005, CCP PSI 2006
Soit la fonction ® définie par la relation

sin® x cos? x
d(x) = / Arcsin vz dt + / Arccos /7 dt.
0 0

1) Montrer que ® est bien définie sur R, paire et 7-périodique.
2) Etablir que ® est constante.

1 1
3) En déduire la valeur des intégrales / Arccos /7 dt et / Arcsin V7 dt.
0 0

1) o Les fonctions g : x ~— Arcsiny/x et h : x — Arccos+/x sont continues sur
[0, 1]. On note G et H leurs primitives respectives qui s’annnulent en 0. Comme
les fonctions u : x — sin®x et v : x — cos>x sont & valeurs dans [0, 1], les
fonctions G o u et H o v sont bien définies sur R, donc ® est bien définie.

e Comme les fonctions u et v sont paires et 77-périodiques, P 1’est aussi.

2) Puisque P est paire et 7r-périodique,il suffit de I’étudier sur le segment [0, 7/2].
En outre ® est dérivable en tant que somme et composée de fonctions dérivables et
I’on a pour tout x € [0, 7/2]

D'(x) = G'u)u'(x)+H'w)'(x)
= Arcsin V/sin® x 2 sin x cos x — Arccos V'cos2 x 2 sin x cos x.

Or, pour tout x € [0, 7/2], on a Vsin?x = sinx car sinx > 0 et donc

Arcsin(V sinzx) = Arcsin(sinx) = x. De méme Arccos(Vcos?x) = x, donc
Vx € [0, 7/2], ®'(x) = 0.
On en déduit que P est constante sur [0, 77/2], puis sur [ —7 /2, 7 /2] par parité,
et enfin sur R par périodicité.

3) On remarque que les deux intégrales a calculer sont ®(0) et d(7/2).
On va calculer la valeur de @ en 7 /4.

1/2 1/2
O(/4) = / Arccos V1 dt +/ Arcsin /1 dt
0 0

1/2
= / (Arccos v/t + Arcsin /1) dt
0

Mais, pour tout x € [—1, 1], on a Arccos x + Arcsinx = 77/2 d’ou

1/2
@(77/4):/ m/2dt = /4.
0

1 1
Finalement, / Arcsin 7 dt = / Arccos \1dt = 7 /4.
0 0
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Remarque 1

Ces intégrales peuvent se calculer a 1’aide du changement de variable u = Arccos v/t
suivi d’une intégration par parties.

Remarque 2
Les formules suivantes :
Vxe [—1,1] , Arccosx+ Arcsinx = %
Vx € R* | Arctanx + Arctan(l /x) = % sign x

ont été démontrées dans le livre d’ Analyse de premie¢re année exercice 6.6 page 90.
1l est tres utile de les retenir.

3.1.2 Inégalités et intégrales

Soit (a, b) € R? tel que a < b. Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b ]
a valeurs dans C.

b b
-‘/ f@®dt g/ | f()|drt .

Voir exercice 3.4 pour étudier le cas d’égalité.

b b
¢ Si fetgsontavaleursdans Retsig < f sur [a, b],alors/ g(t)dt é/ f@®)dr ;

b
en particulier si f > Osur [a, b], alors/ f@®)dt > 0.

Remarque trés utile dans la pratique

b
Si f est positive et continue sur [a, b] et si / f@)dt =0, alors f = 0 sur
a
[a, b].

o Inégalité de Cauchy-Schwarz

b 1/2 b 1/2
<</ |f(t)|2df> X(/ Ig(t)|2df> :

Le cas d’égalité se produit si et seulement si f et g sont proportionnelles.

b
/ fHgt)dt
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3.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

CCP MP 2005
Soit f € &( [0, 1],R). On note M (resp. m) le maximum (resp. le minimum)
de fsur [0, 1].

1 1
Montrer que si/ f®)dt =0, alors/ (f())?*dt < —mM .
0 0

1
Les fonctions f —m et M — f sont positives, donc / (f@&)—m)(M — f(t))dt = 0.
0

En développant, on obtient

1 1 1
/O (@) —m)(M — f@)di = (m+ M) /0 Faydi — /0 (@) di —mM

1
1 - —/ (F@OYdi —mM >0,
d’ofl/ (f())*dt < —mM . ’
0

TPE PC 2007, CCP MP 2006
Soit (a,b) € R* tel que a < b et soit f € €°([a, b],C) vérifiant

b
/ f(t)dt

1) Montrer que si f est a valeurs réelles, alors f = | f|ou f = —|f].

2) Montrer que si f est a valeurs complexes, alors il existe # € R et
g€ €°(la, b],RY) tels que f = e'%g.

Indication de la rédaction : montrer que g = ¢ '’ f ol @ est un argument de

b
/ f(0)dt.

1) Lorsque f est a valeurs réelles, on a f = f* — f~et|f] = f"+ f,
ou f*(x) = sup(f(x),0) et f~(x) = sup(—f(x),0). En outre, f* et f~ sont

b
continues positives sur [a, b] puisque f l’est. Posons A = / @) dt et
a

b
Z/ |f@)ldt. (%)

b
B = / f()dr . Légalité (x) s’écrit alors |A — B| = A + B, ce qui équivaut a
(A—B=A+B)ou(—A+B = A+ B))et finalement & (B = 0) ou (A = 0)).

Comme f~ est continue et positive sur [a, b], dire que ’intégrale B est nulle,
implique que la fonction f~ est la fonction nulle, et donc que f est positive, ce qui
donne | f| = f. De méme, A = 0 équivaut a f* = 0, c’est-a-dire | f| = — f.
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2) Lorsque f appartient 2 €°([a, b],C), il existe § € | —m, 7] tel que

b ) b
/ ft)dt = '’ / f(t)dt

Posons g = e~'? f. En intégrant sur [a, b1, on obtient

b ) b b
/g(t)dtze"@/ ft)dt = / f()dt|.

b b b
Par ailleurs / lg()| dt = / le "0 ()| dt = / | £(1)| dt . Si f vérifie (), alors

on a
/ ()| di = / oy @)

En prenant la partie réelle des deux termes de (2), on obtient

b
/|g(t)|dt:/ Re(g(t))dt, d’ou /(\g(t)|—Reg(r)) dt =0.

Mais la fonction |g| — Re g est continue, positive (car |g|* = (Re g)* + (Im g)?) et
son intégrale est nulle, elle est donc identiquement nulle sur [a, b]. Il en résulte que
|g| = Reg, donc Img = 0. Par conséquent, g est réelle, et finalement |g| = g. La
fonction g est donc dans €°([a, b],R"), et I’'on a bien f = ¢'’g. Autrement dit
I’argument de f est constant.

ey

Remarque
La réciproque est vraie dans les deux cas précédents.

Centrale MP 2007, CCP PC 2007
Soit (a,b) € R*tel que a < b. Pourtout h € E = €°([a, b1, 10, +c0[) on

b b
pose ®(h) = (/a h(t)dt) X (/a mdt) .

1) Montrer que ® est minorée sur E et atteint sa borne inférieure.
2) Pour n € N*, on considére la fonction £, définie sur [a, b] par h,(x) = "
Calculer hm D(h,) et en déduire que P n’est pas majorée.

n—+

3) Déterminer <I>(E ).

1) Montrons que ® est minorée et atteint sa borne inférieure.
Soit h € E. En appliquant I'inégalit¢ de Cauchy-Schwarz avec f = Vh et

b 2 b b
g = 1/Vh, on obtient (/ dx> < (/ h(t)dt) X </ %dt) Cest-

a-dire (b — a)* < ®(h). Ainsi  est minorée.
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3.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

Si on exhibe une fonction kg € F telle que ®(hg) = (b — a)?, on aura alors
montré que (b — a)? est la borne inférieure de ® et qu’elle est atteinte. On prend
par exemple la fonction définie pour tout x € [a, b] par ho(x) = 1. On a donc
D(E) C [(b—a), +0].

2) Soitn € N*. On a

dh,) = </b e""dx) (/b e”xdx> = Ee"x}: X [_Lne”x}:

enb — e e _ efnb
= X
n n
(en(bfa) o 1)(1 _ efn(bfa)) en(bfa)
= ~ .
n2 N—s+00 I’l2

On déduit du théoreme de comparaison des puissances et des exponentielles que
lim ®(h,) = +oc. Il en résulte que P n’est pas majorée.

n—+00

3) Plus généralement, pour tout A > 0, considérons la fonction %, définie sur

[a, b] par hy(x) = €. Pour A > 0, un calcul identique & celui de la ques-
(eA(b—a) o 1)(1 o e—A(b—a))

tion 2, donne, ®(h,) = et ceci peut encore s’écrire

12
sh? Ab—a)

Dhy) = 4 Tz . La fonction f : A +— ®(h,) est alors une fonction conti-

nue sur |0, +oo[. Comme au voisinage de 0, on a shu ~ u, on en déduit que

Alin%) f(A) = (b —a)> = f(0), et la fonction f est continue sur [0, +oo[. Par

ailleurs, d’apres la question 2, la fonction f n’est pas bornée supérieurement. Alors
OE) DO f([0,+[) D [(b— a)z, +0o[. Comme on a I’inclusion inverse, on
obtient finalement ®(E) = [(b — a)?, +oo].

3.1.3 Intégration par parties et changement de variable

e Formule d’intégration par parties
Soient u et v deux fonctions de classe €' sur [a, b] avaleurs dans R ou C, alors

b b b
/u(x)v’(x)dx: [u(x)v(x)} —/ W' ()(x) dx.

¢ Formule du changement de variable
Soient / et J deux intervalles de R. Soient f : I — C continueet ¢ : J — I de
classe €. Soient a et 8 appartenant a J. Alors

(B)

B
Fdx = / Fle)e'()d.

p(a)
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Remarque

b
Sur cette formule observons que, pour calculer / f(x)dx par le changement
de variable x = ¢(t), on procede a trois modifications :
(i) remplacer x par ¢(¢) dans f(x);
(ii) remplacer dx par ¢'(t)dt ;

(iii)remplacer les bornes a et b d’intégration en x par des bornes « et 8 d’inté-
gration en ¢ : telles que a = ¢(a) et b = ¢(B).

CCP MP 2007, Premiére question Mines-Ponts et Centrale MP 2006
1
Soit (p,q) € N x N, on pose I(p,q) = / xP(1 —x)dx.
0
1) Montrer que si p € N*, alors I(p,q) = %I(p —1,q+1).
plq!

(p+g+ D"
3) Question de la rédaction : déduire de ce qui précede la valeur de

2) En déduire que I(p,q) =

/2
B(p,q) = 2/ sin??*'t cos?*' ¢ dt.
0

1) Soit p € N*. Effectuons une intégration par parties en posant u(x) = x” et

1
v'(x) = (1 —x)?, onaalors u’(x) = px’etvx) = ———(1 —x)?" d’ou

1+¢
1
I(p,q) = / (1 — x)dx
0

1 1

1 1

= [——(l—x)q“ocp] +—/ pxP71 (1 — x)"dx
1+¢ o 1+4qJo

P
= 2 Ip-1 1).
I+g (p—1l,qg+1)

2) En répétant I’intégration par parties p — 1 fois, on obtient

p p—1 1 plq!
I(p,q) = 10,q +p) = 1(0,q + p).
g+lg+2 qg+p (p+q)!
or, 1(0 l1 a+r g ! dod I P'q!
+ fd — = — ol =
r, 1(0,q + p) /O( x)Pdx gl ou I(p,q) (rg+D)
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3.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

3) Effectuons le changement de variable x = sin’z. En effet, I’application
Qo It sin’ ¢ est une bijection de [0, 77/2] sur [0, 1], de classe %' et I’on
adx = 2sint cost dt. On obtient alors

/2 2p+1 2 ! rlq!
2/ sin*?* zcosq“tdr:/ xP —x)dx = ——F— .
0 0 (p+g+ D!

3.1.4 Sommes de Riemann

Soit (a, b) € R? tel quea < b.Si f: [a, b] — C est continue, alors :

/ f(t)dt.

sont appelées

_ b—a b—a )
n—+00 N kz% f(a+k n ) n—+00 Z f [l+k

Les sommes

Zfa+k

sommes de Rlemann associées a f.

Navale MP 2005, CCP PC 2007

n
Soit @ > 0. A l’aide des sommes de Riemann, déterminer un équivalent de Z k*
k=1
lorsque n — +00.

(k" 1< (k\°
Soitn € N*. Nous avons » k* =n“ —=) =np*t.- i
> > > (-
k=1 k=1 k=1
Comme la fonction x — x“ est continue sur [0, 1], on a alors

L& (kT b 1
nE?mZ;(E) _/Ode_a+l'

n 1 na+l
D’ou g k¢ ~ not! x%dx = )
=1 n—+00 0 o + 1

Remarque
Ce résultat est a retenir. On I’utilise fréquemment.
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3.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

CCP MP 2005, CCP PC 2005, Centrale MP 2007
On cherche toutes les fonctions f : R — R continues vérifiant

Vx € R, f(x)+/x(x — O f()dt = 1+x. (1)
0

1) Soit f une solution de (1).

1.a Montrer que f est de classe € sur R.

1.b Montrer que f est solution d’une équation différentielle linéaire du second
ordre qu’on déterminera.

1.c Déterminer f.

2) Conclure.

1) Soit f une solution de (1).
l.a La relation (1) s’écrit Vx € R, f(x) = 14+x —x / f@)dt +/ tf(t)de.
0 0

Comme f est continue, les intégrales du membre de droite sont de classe €' sur R
en tant que fonction de leur borne supérieure. Il en résulte que f est de classe €' sur
R. Les intégrales du membre de droite sont alors de classe € sur R, donc f est de
classe € sur R.

1.b En dérivant deux fois de suite, on obtient pour tout x réel

f'(X)Zl—/O f(t)dt—Xf(X)+Xf(X)=1—/O fdr; @)
') = —f). 3)

1.c Les solutions de I’équation différentielle (3) sont les fonctions de la forme
f :x+— Acosx+ Bsinx,ou A et B sont des constantes. Mais la relation (1) donne
£(0) = 1 et la relation (2) donne f’(0) = 1. On en déduit alors A = B = 1 et donc,
pour tout x réel f(x) = cosx +sinx .

On vient de montrer que si f est solution de (1), alors f : x — sinx + cos x.

2) Il reste a vérifier que cette solution convient. Soit x € R. En intégrant par parties,
ona

/(x—t)(cost+sint)dt = [(x—t)(sint—cost)]0+/ (sint — cost)dt
0 0
= x—cosx —sinx+1=—f(x)+x+1.

Conclusion : la fonction f : x — sinx + cos x est 'unique solution de (1).
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3.2 Exercices d’entrainement a

Mines-Ponts PC 2007, Mines-Ponts MP 2005 K

Soit f : [0, +oo [ — R continue, strictement croissante et telle que f(0) = 0 et
lim f(x) = +oo0.

X—+00
1) On suppose que f est dérivable sur [0, +oo[. Montrer que pour tout
x € [0, 00|

x fG)
| swars [ 5 may = s, )
0 0
Indication de la rédaction : oo
utiliser la fonction ¢ : x — / f)de + Yy dy — xf(x).
0 0
2) En déduire que pour tout (a,b) € [0, +oo[ X f([0, +co[), on a
a b
/ f(t)dt+/ Y t)dt > ab. (%)
0 0
Etudier les cas d’égalité.
fx)
1) Pour x € R*, posons G(x) = @) dr.
0

La fonction f est continue et strictement croissante, donc f~! est continue sur

y
f(R*), donc y + / f~ 1) dt est dérivable, et comme f est également dérivable,
0

on en déduit que G est dérivable et que G'(x) = f'(x)f'(f(x)) = xf'(x). Il en
résulte que ¢ est dérivable sur R, et que

') = f)+ )T — fx) = xf'(x) = 0.

Par conséquent, ¢ est constante. Or ¢(0) = 0, la fonction ¢ est donc la fonction
nulle et (x) est démontrée.

2) Soit b un réel positif fixé, considérons la fonction ¢, qui a touta € [0, +oo[,
a b
associe ¥(a) = / f()dt +/ f_l(y) dy —ab.
0 0

Pour établir I’inégalité (x*), on va montrer que ¢ > 0.
La fonction ¢ est dérivable sur [0, +oo[ et 'on a pour tout a € [0, +oo[,

' (a) = f(a) —b. Comme f est strictement croissante, ¢'(a) > 0 si et seulement si
azf _1(b), donc la fonction ¢ admet un minimum au point f _1(b). Par ailleurs,

v (f'B) = o(f b)) = 0.
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a b
L’ application ¢ est donc positive sur R* d’ou / f@)dt+ / fNt)dt > ab.
0 0

a b
Le calcul précédent montre que / f@)dr+ / f~Nt)dt = ab si et seulement si
0 0
b= f(a).

Exercice 3.10

TPE PSI 2006 et 2007, INT PSI 2006

n—oo \ nln"

_ , o (emn\ "
A I’aide des sommes de Riemann, calculer lim .

n! 2n k % 2n k %
Soitn € N*.Onau, = <ﬂ> = ( H —> donc
n!n" n

k=n+1
1 & k 1< k
Inu, = — =) == - ).
n(zm(n)> an(Hn)
k=n+1 k=1

1 < k . . .
Or — E In < 1+ — ) est une somme de Riemann associée a la fonction x +— In(1+x)
n n
k=1

1
sur [0, 1]. I enrésulte que lim Inu, = / In(1+x)dx =2In2 — 1 eten vertu
0

n—+0o0o

de la continuité de la fonction exponentielle on en déduit lim u, = —.

n—+00 e
CCP PC 2007
1 p k 1/n"
Pour (n, p) € (N*)?, on pose Upp = — Z <1 + —) .
p" =1 p
n \* 1
HM li =—.
) Montrer que im (n - 1) -

2) On fixe n dans N*,

1 b k 1/n n /
Mont lim — > (1+= = 2 x 2 ).
ontrer que lim ( p) T (2 % )

p—+00 p =1

n—+00 \ p—+00

4
3) Montrer que lim ( lim un’p) =—.
e

4) Déterminer lim ( lim un7p>.

p—+00 \n—+00
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3.2 Exercices d’entrainement a

1) Un calcul classique montre que, pour tout x réel, on a

1 n
M) lim (1+Z+0(=)) =¢"
n—+00 n n

+1\"
Six = 1, on en déduit que lim <n ) = e etdonc lim (

n—-+o00 n n—+00

n:1 .
n+1> /e

2) Soit n € N* fixé et soit f, la fonction définie sur [0, 1] par f,(x) = (1 +x)1/".

1 < k :
Pour tout p € N*, v, , = — E Ja <—> est une somme de Riemann et on a, en
4
k=1

p
vertu de la continuité de f,,

1
1 1+1/n
1
lim vn,p:/ fulx)dx = [( ”)1 ] :nzl(z“l/"—l).
0
0

p—+00 1+ -
n
3) On a u,, = (v,,)". Donc par continuité des fonctions puissances, on a
n
. . n n ..
lim u,, = < lim u, p> = (—(2 x 21/m 1)) . On a alors, en utilisant
p—+oo p—+oo n+1

le développement limité en O de la fonction exponentielle,

(2l+]/n _ 1)n — (261112/” —_ 1)” — |:2 (1 + % + 0 (%)) — 1:|
( 21n2 <1>>
= (1+ tof~—~ :
n n

Alors en utilisant la formule (1) avec x = 21n 2, on obtient
lim Q"7 — 1y = 22 — 4.

n—+o0o

. - . . 4
Finalement en utilisant 1), ona lim lim u, , = —.
n—+o0o p—+0o e

p n 14

k 1 k

4) Fixons p € N* et posons w, , = Z <1 + —) = Zexp [— In <1 + —ﬂ )
k=1 p k=1 " p

En utilisant le développement limité de 1’exponentielle en 0, on obtient

14 14
1 k 1 1 k 1
wn,p:;<l+;1n<l+;>+0<;>>:p+;;1n<l+;>+0<g>,

d’ou )
1 1 <1 k 1
= — "=+ —In|1+—=)+0o( -

iy = () ( nkzlp n( p) O(ﬂ))

P
1 k
De nouveau, le résultat rappelé en 1) appliqué avec x = E — In <1 + —) donne
p p
k=1

"1 k
’1Eer Up,p = €XP (Z ; In <1 + ;)) .

k=1
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p
1 k
Or g — In (1 + —) est une somme de Riemann et par conséquent
p p
k=1

p 1
1 k 1
lim Z—ln (1+—> :/ In(1+x)dx = [(1+x)1n(1+x)—x =2In2—1.
p—+o0 £~ p p 0 0

On obtient alors, en vertu de la continuité de la fonction exponentielle,

. . _ 4
lim lim u,, = 22—l — 2
p—+00 n—+oo e

CCP PC 2007

Dans cet exercice, E(x) désigne la partie entiere de x € R.

1) Montrer que pour x € R, E(x + 1) = E(x) + 1.

2) Vérifier que ¢ : x — 4E(x) — 2E(2x) + 1 est périodique et écrire plus simple-
ment ¢ sur une période.

3) Soit f : R — C continue et n € N*, montrer que Vp € {0,...,n — 1}

/Tf(x)ga(nx)dx:/ﬂ [f(u+£>—f(u+£+i>] du .
2 0 n n 2n

4) Soit f : R — C k—lipschitzienne.
4.a Montrer que f est continue sur R.

1
4.b Déduire des questions précédentes que lim / f(x)enx)dx =0.
n—+0o0o 0

1) Pourtout x réel,onaE(x) < x < E(x)+1letdoncE(x)+1 <x+1 <E(x)+2.
Ceci montre que E(x) + 1 est la partie entiere de x + 1, donc E(x + 1) = E(x) + 1.
Alors une récurrence immédiate montre, que pour tout entier naturel n, et tout x réel,
onalE(x+n)=FEXx)+n.

2) e Pour tout x réel, on a

eox+1) = 4Ex+1)—-2EQx+2)+1 =4Ex)+1) —2(EQx)+2)+1
= 4E(x) —2EQx)+ 1 = ¢(x).

La fonction ¢ est donc 1—périodique.

¢ Soit p un entier naturel.

Lorsque x € [p, p+1/2[,ona2x € [2p,2p+1[, donc E2x) = 2p et
E(x) = p,d’ ot ¢(x) = 1.

Lorsquex € [p+1/2, p+1[,ona2x € [2p+1,2p+2[,donc EQ2x) =2p + 1
etE(x) = p,d’ol ¢(x) = —1.
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3.2 Exercices d’entrainement a

3) Il résulte de ce qui précéde que, pour tout n € N* et tout p € {0,--- ,n}, ona
1 1 +1
¢(nx) =1 sur [E, p +— [ eto(nx) = —1 sur [£+ —, p—[.Ainsi
n n 2n n 2n n

p+l p+l

/p C fWemndx = / U rwetmdr+ [ femn dx
= /; Ef()c)dx—/T fx)dx.

1
En effectuant les changements de variable x = u + Potx=usP s o dans les
n n n

deux dernieres intégrales respectivement, on obtient

p+l 1 1

ﬁn fx)enx)dx = /Oﬂf<u+§> du—/oﬂf<u+§+%) du
= /Ogn[f<u+§>—f<u+§+%>]du.

4) On suppose que f est k—lipschitzienne, ou k > 0.
Rappelons que f est k—lipschitzienne sur R lorsque pour tout (x,y) € R2
|f) = O < klx =yl
4.a Montrons que f est continue en tout point de R.
Soit xy € R, montrons que f est continue en xg, ¢’est-a-dire
Ve >0, 3n > 0tel que |x — xo| < n = |f(x) — f(x0)] < e.
Soit € > 0. Choisissons n = €/k, si |[x — xo| < m alors | f(x) — f(x0)| < & puisque
f est k—lipschitzienne sur R.
On vient de montrer que toute fonction lipchitzienne sur R est continue sur R.

Remarque

La réciproque est fausse. Examinez par exemple le cas de la fonction x — x2,

Pour d’autres contre-exemples, voir notre livre d’ Analyse de Premiere Année cha-
pitre 11 paragraphe 5.

4.b Soit n € N*, on a d’apres la relation de Chasles

1 n—1 PT“
/O f@emx)dx = / f@)¢(nx)dx
p=0""n

D’ou

1
‘ /0 F)@(nx) dx
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Puisque f est k—lipschitzienne sur R, on a alors
n—1 % k n—1 k k
< —du = —_— = .
D /O =2 2n)?  4n
p=0 p=0
1
Il résulte alors du théoreme d’encadrement que lim / fX)enx)dx =0.
n—+oo Jq

CCP PC 2006
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e / edr .
0

1
‘ /O F)@(nx) dx

1) Vérifier que f est impaire.
2) Montrer que f est dérivable sur R et que, pour tout x € R, 'on a
) +2xf(x)=1.

3) Détermination d’un équivalent de f(x) au voisinage de +oc.

X—+00

x—1
g . 2 ’ . . — 2 2
3.aEn utilisant la croissance de ¢t +— e’ , déterminer lim <2xe * / e dt).
0

. 2 2 1 L . . _ .2 * 2
3.b En écrivant ¢’ sous la forme 2¢¢’ 2—t,determlner lim (er x / e dt).
x—1

X—+00
3.c En déduire, si elles existent, lim 2xf(x)et lim f’(x),.
X—+00 X—+00

3.d Donner un équivalent de f en +c0.

1) Montrons que f estimpaire. Soit x € R. Par définition f(—x) = e / ) edt.
En effectuant le changement de variable t = —y, on a ’

/ Ctar = / ’ e (—dy) = — / ’ e dy. Ainsi f(—x) = — f(x). Donc f est
in([)lpaire sur R. ’ ’

X
2 . . 2 L.
2) Comme ¢ — €' est continue sur R, la fonction g : x — / e' dt est dérivable
0

2 .
sur R, et I’on a, pour tout x réel, g'(x) = ¢* . 1l en résulte que f est dérivable sur
R comme produit de deux fonctions dérivables sur R et que, pour tout x réel on a
X
2 2 2 2
fl(x) = —2xe™* / edt+e e = -2xf(x)+1.
0

. . . 2

3.aSoitx > 1.Sit € [0, x — 1], on a alors, en vertu de la croissance de t — e’

2 2 L,
I’encadrement 1 < ¢’ < e , et donc en intégrant

x—1
2x(x — e~ < 2xe™ / ¢ dr < 2x(x — e "V
0
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3.2 Exercices d’entrainement a
x—1
2 2 2
ce qui donne encore 2x(x — 1)e™™ < 2xe™* / e dr < 2x(x — e 2,
0

X—+00

x—1
2 2
Il résulte alors du théoreme d’encadrement que lim <2xe‘x / e’ dt ) =
0

1 1 1
3.b Soit x > 1. Sachant que pourtouts € [x — 1, x] ona — < n < I
X X —

lors / 2t ’zdt</x e’ x Lar< 3 / 2te’ dr
alors — < X —dt < —— 7
2 ), ¢ T T w Y Sy L

1
2(x — 1)

,ona

o1 2 2 R 2 >
c’est-é—dlre,z— (¥ —e¥ D) g / e dt < (e — "Dy,
X x—1

X

. . . — 2
Ainsi, en multipliant par 2xe™" ,

X

1_ —2x+1 .
14—

X
2 2
1 —e 2 < 2xe™ / e dt <
x—1

On déduit alors du théoréme d’encadrement que lim <2xe_)‘2 / e’zdt> =1.
x—1

X—+00

3.c On a, en vertu de la relation de Chasles,
x—1 X
2xf(x) = 2xe™ / e dt +2xe™* / etzdt, d’ot  lim 2xf(x) =1,
0 r—1 X—+00
et puisque f'(x) = —2xf(x)+ 1 on a également lim f'(x) = 0.
X—+00

1
3.d Le résultat précédent montre qu’au voisinage de I’infini f(x) ~ e
X

L’exercice suivant est un grand classique. En voici une version compleéte et détaillée
qui vous aidera a bien comprendre les méthodes mises en jeu.

Exercice 3.14

Air PC 2005, CCP PSI 2005, Mines-Ponts PC 2005 et 2006,
Polytechnique-PC 2007

2
Y odt

Pourx € D =10, 1[U]1, co[, on pose go(x):/ v
n

X
1) Montrer que ¢ est bien définie sur D.

2) Montrer que ¢ est dérivable sur D et calculer ¢’ .
3) Montrer que ¢ est prolongeable par continuité aux points O et 1.

Indication de la rédaction : on pourra remarquer que pour tout x € D,

2
Yodt
/ —— =1In2.
. tint

4) En notant ¢ le prolongement de ¢ sur [0, +00 [, montrer que ¢ est de classe
%" sur [0, +oo].
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. . . . . X
5) Déterminer, si elles existent, lim ¢(x)et lim M
X —+00 x—+00 X

Déterminer un équivalent de ¢ en +oo.

1) Montrons que ¢ est bien définie sur D.

1
Puisque la fonction f : t +— f(¢) = 7 est bien définie et continue sur D, ¢(x) sera
bien définie pour tout réel x tel que [xz, x] C10,1[ ou [x, x’] ] 1, +o0[.
Or, pour x €10, 1[,ona 0 < x> < x < 1, donc ¢ est bien définie sur 0, 1[.
De méme, pour x €]1,+o0[,onal < x < xz, donc ¢ est bien définie sur
11, +oc0].
2) Soit G une primitive de la fonction continue f sur ]O, 1[, on a pour tout
x €10, 1[, ox) = G(x%) — G(x). Ainsi ¢ est une somme de composées de
fonctions dérivables sur |0, 1[, elle est donc dérivable sur cet intervalle et ’on a

2x 1 _x—l
Inx2 Inx Inx

¢'(x) =2xG'(x*) — G'(x) =

On montre de la méme fagon que ¢ est dérivable sur ] 1, +oo[ etl’on a

2 1 1
o) =2H () — H'(x) = — - — 172
Inx2 Inx In x

ou H une primitive de la fonction continue f sur ] 1, +oco[.

x—1
Inx
3) e« Remarquons que ¢’ > 0. La fonction ¢ est donc croissante sur |0, 1[ et sur
11, 400 [ . Par conséquent, elle admet une limite a droite en 0, une limite a gauche
et une limite a droite en 1. Pour que f soit prolongeable par continuité, il faut que la

limite soit finie en 0, et que les limites a gauche et a droite de 1 soient égales.
e Montrons que ¢ est prolongeable par continuité au point 0.
Puisque ,li%l f () =0, lafonction f est prolongeable par continuité au point 0, il en

Conclusion : la fonction ¢ est dérivable sur D et pour tout x € D, ¢'(x) =

résulte que f est bornée sur tout segment |0, a] inclus dans [0, 1[. On en déduit

alors que pour tout x €10, 1/2] ona |p(x)| < M(x—x*)ou M = sup |f(1)|.
t€10,1/2]

En faisant tendre x vers 0, on obtient linol+ o(x) = 0.

Conclusion : 1a fonction ¢ est prolongeable par continuité a droite en 0.
e Montrons que ¢ est prolongeable par continuité au point 1.

On examine séparément la limite en 1~ eten 17.

—Soitx €]0, 1[.Comme In¢ < 0, on a pour tout ¢t € [xz, x],

" 2

X X

< < .
tInt  tlnt  tlnt

ey

Enintégrant (1) sur [xz, x ] (bien entendu x? < x), on obtient x> In2 < f(x)<xIn2.
On déduit alors du théoreme d’encadrement que lim ¢(x) = In2.
x—1-
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3.2 Exercices d’entrainement a

—Soitx €]1, +oo[.Onapourtouts € [x, x?]

¢ 2

X x
< < . 2
tint " tlnt " tlnt @

En intégrant (2) sur [ x, x2] (cette fois x < x2), on obtient
xIn2 < f(x) < x*In2. (3)

On déduit alors du théoréeme d’encadrement que lirrll ¢(x) =In2.
x—1*

Conclusion : 1a fonction ¢ est prolongeable par continuité au point 1.

4) Montrons que le prolongement ¢ de ¢ est de classe €' sur [0, +o0][.
1l est clair que ¢ est de classe €' sur D (elle est méme de classe €>°). Comme
lin(}+ o' (x) = 0et liml ¢'(x) = 1, le théoreme de prolongement des fonctions de

classe ¢! entraine que ¢ admet sur [0, 1] et sur [1, +oo[ un prolongement de
classe €. On en déduit que ¢ est de classe €' sur [0, +0o[.

5) Comportement asymptotique de ¢ en +0o
e On déduitde (3) que lim ¢(x) = +o0.
X—+00

. . . . X .
e Mais (3) ne nous permet pas de déterminer lim M On va alors utiliser une
X—+00 X

minoration plus adaptée. Soit x > 1. Puisque x < x?, on obtient en vertu de la

. 1 1 1
décroissance de f, pour tout ¢t € [x, x?] lencadrement —— < — < —.
2Inx Int Inx
2

Ainsi, en intégrant sur [x, x>], on obtient < @(x). On en déduit

x—1 X by
< w En particulier, lim et0) = +o00. La courbe représentative de
2Inx X x—+00 X

¢ admet donc une branche parabolique de direction Oy lorsque x tend vers +oo.
e Déterminons maintenant un équivalent de ¢(x) lorsque x — +oc.
Soit x > 1. En intégrant par parties ot I’on dérive 1/ In¢ et on intégre 1, on obtient,

2
X
d
en posant R(x) = : ﬁ,
AL x? X x? 2 2Inx
¢(x) |:]Illi|x +RX) 2Inx 1nx+ x) 2Inx ( x+ x2 (x))
1
Mais, pour tout x €11, +oo [, en vertu de la décroissance de la fonction ¢ — W’
n
z_ 21 2 1
ona, 0 S R <X pon 0< 2 Ry < —=— (1—2].
(Inx)? x2 Inx x
21
On en déduit alors, en vertu du théoréme d’encadrement, lim r;x R(x) = 0.
x—+o0 X
2 21 2
Ainsi lim (1-——+ o R(x) ) =1letdonc ¢(x) ~ al .
X—+00 X x2 x—+o00 21Inx
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3.3 EXERCICES D'’APPROFONDISSEMENT

Exercice 3.15

CCP PC 2007
Soit f: [0, 1] — R continue sur [0, 1] . On suppose qu’il existe a € [0, 1]

telque:Vx € [0, 1], f(x):/f(t)dt.
0

1) On considere une primitive F de f sur [0, 1] . Exprimer f al’aide de F. En
déduire que f est de classe € sur [0, 1] .

2) Montrer que: Vi € N, (e, Ba) € N2, ¥x € [0, 1] fP(x) = a® f(aPx).
Exprimer «,, et B, en fonction de n.

3) Que vaut £™(0)?

Montrer que : IM € R*,Vx € [0, 1],Vrn e N, |f(x)| <

n+ D!’
4) Montrer que f estnulle sur [0, 1] .

1) La fonction f est continue sur [0, 1] donc on peut considérer une primitive F' de
fsur [0, 1]. Alors F est de classe €' sur [0, 1],etl’on a, pourtoutx € [0, 1],
Iégalité (1) f(x) = F(ax)— F(0). Montrons par récurrence que, pour toutn > 0,
la fonction f est de classe €. C’est vrai si n = 0. Supposons la propriété vraie au
rang n. Si f est de classe € sur [0, 1] alors F est de classe €™ sur [0, 1] etla
relation (1) montre que f est alors de classe 4™*' sur [0, 1]. La propriété est donc
vraie au rang n + 1. Il en résulte qu’elle est vraie pour tout n € N, donc que f est de
classe €°° sur [0, 1] .

2) On démontre par récurrence 1’existence de la suite (a,, 8,).en. On a tout
d’abord ag = By = 0. D’autre part en dérivant la relation (1), on obtient, pour tout
x € [0, 1], larelation f'(x) = aF'(ax), donc (2) f'(x)=af(ax).
Supposons que les nombres a, et b, existent pour 0 < p < n. Alors, pour
tout x € [0,1], on a f™(x) = a* f(aP"x), et si 'on dérive on obtient
FUD(x) = a®*Pn f'(aPrx), puis, en utilisant (2), on en déduit I’ égalité

f(n+l)(x) — aay,+ﬂy,+lf(aﬁn+1x) )

Donc, en posant @41 = @, + B, + 1 et 8,41 = B, + 1,0na, pourtoutx € [0, 1],
la relation f"*D(x) = a®* f(aPmx).

La suite (8,),>0 est une suite arithmétique de raison 1 et de premier terme nul, donc,
pour toutn € N,ona B, = n. Alors o,y = @, +n donc a, est la somme des n
premiers entiers et vaut n(n + 1)/2.

3) Pour tout n € Nettout x € [0, 1] on adonc f™(x) = a”(””)/zf(a"x). En
particulier f™(0) = a""™*Y/2 f(0)=0.
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3.3 Exercices d’approfondissement a

Alors d’apres la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral, on a

fo) = / G g an
0

DD /2
et, d’apres la question 2),  f(x) = — /(x — )" f(@'t)dr .
n!
0

1 X
On en deduit |£()| < -1 £ /(x o=
17l .

4) Par passage a la limite lorsque n tend vers I’infini dans I’inégalité précédente, il
vient | f(x)| = 0, et ceci pour tout x € [0, 1].Donc f est ’application nulle.

Exercice 3.16

Mines-Ponts PC 2006
Soit f € ‘50([0, 11,R*); pour tout (x,n) € [0, 1] x N*,

On pose u,(x) = H (1 + x f (k>) . Déterminer lim u,(x).
n

n n—+00
k=1

Indication de la rédaction : on pourra utiliser la double inégalité

X2

Vx € [0, +oo[, x—igln(l+x)<x.

¢ Les inégalités proposées en indication peuvent se démontrer de plusieurs manieres.
La méthode la plus élémentaire est de considérer les fonctions f et g définies sur
[0, +oo[ par f(x) =x —In(1 +x)et g(x) = In(1 +x) —x +x2/2. Le calcul des
dérivées montre que les deux fonctions f et g sont croissantes, et comme elles sont
nulles en 0, elles sont positives.

o Pour étudier u,,(x), comme f est positive, il est naturel de passer au logarithme.

Soitx € [0, 1].Onaln(u,(x)) = > In <1+%f (S)) .

k=1
En appliquant la double inégalité donnée en indication, on a alors pour tout k tel que
1<k<n,

()3 o) enle () <20()

En faisant la somme de ces inégalités, on obtient,

() a2 (e (3) <o <2 ()
nk:]f n 2k:1 nf n S il \nk:]f n)’
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On a d’une part lim — g f< ) / f(x)dx . D autre part, on déduit de la
n—+oo n
k=1

continuité de f sur [0, 1], 'existence d’'unréel M > Otelque M = sup |f(x)|.

xe[0,1]
n 2 272 272 2
1 X k 1 x*M x M M
Ainsi 0 < = - — < = =
sl 2 Z;(nf(n)) 2 2 " 2n 2n

1 n k 2 1
Dot lim 5 3 (ff (—)) —0,et lim Inu,(x)=x / f(0)dt.
n—+oo 2 P n n n—+00 0
On obtient, en vertu de la continuité de la fonction exponentielle,

0! dr.

lim u,(x)=¢"
n—+oo

Exercice 3.17

Inégalités de Holder et de Minkowski. Mines-Ponts PSI 2006
Soit (p,q) €11, +oo[2telque l + l =1.
P 4q

q
1) Montrer que V(«, B) € RZ, ona af8 < — + ’8—
p q

2) En déduire que, si f et g sont dans ‘50 [a, b],C), alors

( [ 15w \Pdr) ( [ e dr)
b 1/p 1/p b 1/p
3) Montrer que (/ |f(t)+g(t)]p> < (/ |f(t)!p> (/ |g(l‘)|p> .

Remarquons que si 1/p+1/g = 1,ona(p—1)(g—1)=1letp(g —1)=gq.
1) Cette inégalité est appelée inégalité de Young et a été démontrée dans notre livre
d’ Analyse de Premiere année voir exercice 15.13 chapitre 15 fonctions convexes.

/q

/ F)g(ydr

b b
2) Posons A :/ |f()|Pdt et B :/ lg(®)|?dr .

Supposons A et B non nulles. En appliquant I'inégalité de Young 2 |f(r)|/A'/?
[fWe®] _ [fOF  [s®)
< +
Al/PBl/4 pA qB

1
W/ |f(Dg@)]dt < ?+3_1 d’ob, / | f()g(t)|dt < AVPBY7 .

et \g(t)|/Bl/q, on obtient . En intégrant sur [a, b]

Enfin, puisque 1’on a toujours I’inégalité

/ f(0)g(r)dr

( / If(t)\pdt> ( / |g<r>|‘fdt>

/ | f(H)g(®)|dt, on

/9
en déduit

/ f(0)g(r)dr
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3.3 Exercices d’approfondissement a

b b
Si une des intégrales A = / | f()|’dt ou B = / |g(¢)|Pdt est nulle, alors une des
a a

b
deux fonctions f ou g est la fonction nulle et dans ce cas / f(®)g(t)dt est nulle
a
également. L'inégalité est une égalité dans ce cas.
L’inégalité obtenue porte le nom d’inégalité de Holder.
2)Pour x € [a, b], on al’inégalité

F0)+g0I < |f @) + g FO] + [ ) + g0~ g,
et donc, en posant [ = / | f(x) + g(x)|Pdx, on obtient

b b
1< / £ + g0l 00 dx + / £ ) + g0l g0l dx

En appliquant I’inégalité de Holder a chacune des intégrales du membre de droite,
on obtient
1/q

b b 1/p b
/ ‘f(X)+g(X)]P*1‘f(x)‘ dx < (/ ‘f(x)‘de) (/ |f(x) +g(x)]qu’1)dx> 7
b b N 1/q
[ 1wl ds < </ !g(x>|”‘“> </ !f<x)+g<x>\‘f<f’1>dx)

En additionnant membre a membre ces deux inégalités et en sachant que (p—1)g = p,
on en déduit

b 1/p b 1/p b 1/q
I'< (/ !f(x)!”dx> +</ g(x)lpdx> (/ |f(x)+g(x)ypdx> (%)

b 1/q
Lorsque I n’est pas nulle, on divise (*) par (/ |f(x)+g(x)|”dx> et I’on
a

obtient 'inégalité désirée. Lorsque I est nulle, I'inégalité est encore vraie de
maniere évidente. Cette inégalité porte le nom d’inégalité de Minkowski.

Compléments pour les lecteurs connaissant la notion de norme (voir chapitre
Espaces vectoriels normés) :

1) En fait on vient de montrer que I’application définie sur ¥°([a, b],C), qui a

b 1/p
f associe || f]|, = (/ \f(x)|pdx) vérifie I’inégalité triangulaire. De plus,
a

pour tout nombre réel A et tout f € %0( [a, b],C) on a de maniere évidente
lIAfIl, = |All|f]lp, et enfin il résulte des propriétés de I’intégrale des fonctions
continues positives que || f||, = 0 si seulement si f est la fonction nulle. Donc ||.||,
est une norme sur €°([a, b1, C).

2) On peut montrer que deux quelconques de ces normes sont comparables, mais ne
sont pas équivalentes.
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e Soit (p1, p2) €11, +00[? tel que p; < ps. En utilisant ’inégalité de Holder, avec
P2 P2
D1 P2 — D1

, on obtient
1/q

b b pi/p> b
/ | f(x)]P' x 1dx < (/ (|f(x)]1")pdx> (/ lqu> ,

ce qui donne || f1|,, < (b — a)‘/Pl—l/Pszsz_ Les deux normes sont comparables.

e Soit f,, 'application de [a, b ] dans C définie par f,(x) = (z :Z) .Ona

1 b 1 _\npi+l b b—
an’ 5{ e / (x — a)Pidx = ' |:(X a) :| _ a .
i (b —ayr [, (b —a)yw npi+1 |, np; +1
Alors
1/pa 1/p2=1/p1 1/p2
”fﬂ”[’l _ (np2+1) b — a)]/pl,]/p2 N < n ) D> ot
||fn||p2 (”p1 +])1/p1 N—+00 b—a pll/Pl ’

cette expression tend vers O lorsque n tend vers +oo. Il ne peut donc pas exis-
ter de constante A telle que, pour toute fonction f € ‘KO([a, b],C), on ait
| fllp» < Al f|lp, - Les normes ||.||,, et ||.|| ,, ne sont donc pas équivalentes.

Exercice 3.18

Centrale PC 2007
Soit f € €'([0, 11,R), avec f(0) = 0.

1 1 1
1) Montrer que / f(z)zdtg5 / Fl(1)dr .
0 0

2) On suppose de plus que f(1) = 0. Améliorer I’inégalité précédente.

1) Sachant que f(0) = 0 et que f est de classe €', on a pour x € [0, 1],
X
fx)= / f'(t)dt . En appliquant I’inégalite de Cauchy-Schwarz, on obtient
0

X 2 X X X
f(x)2=</ le’(t)dt> <</ dt>(/ f’(t)zdt>:x/ fl@?de. (1)
0 0 0 0

1
On en déduit : fx)? <x / Fl(1)dr )
0

X 1 X
car / fl()dr < / f'(¢)*dt puisque la fonction x — / f'(¢)* dt est crois-
0 0 0

sante sur [0, 1].
1 1
1
En intégrant 1’inégalité (2) sur [0, 1], on obtient / f(t)’dr < 3 / f(t)*dr .
0 0

2) On suppose que f(0) = f(1) = 0. On applique I’inégalité obtenue dans 1) aux
fonctions g : x — f(x/2)eth : x — f(1 — x/2)quiappartiennenta ©'([0, 1],R)
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3.3 Exercices d’approfondissement a

puisque g(0) = f(0) = 0et h(0) = f(1) = 0. On en déduit
boy2 1Y, rey2
Q) asg [ 7(5) @
! 1\2 1 [t 1\2
et /0f<12) dzgg/of(lz) dr . )

En effectuant le changement de variable u = ¢/2 dans (3) et u = 1 — t/2 dans (4),
on obtient
1/2 1/2

fw)dt < < fl(eyde Q)
0 8 0

1 1
1
et fu)’dr < = fl(1)%dr . (6)

1/2 8 Jiy2

1 1
1
En additionnant (5) et (6), on en déduit alors / f (w)*dt < 3 / f (1)%dt .
0 0

1 1
1
Complément : on peut montrer en fait / f(e)*dr < — / f()dt et que cette
0 ™ Jo

inégalité devient égalité si et seulement si f, est de la forme ¢ — f,(¢) = a sin(7t)
olla € R*,

Exercice 3.19

Centrale PC 2006 K
1) Soit f € ¥ (R, R) périodique. Pour x > 0, on pose : g(x) = 1 /x f()dt.
Montrer que g admet une limite quand x tend vers +oo. T
2) Soit x > 0. On pose ¢(x) = /x |sint|dt .
0

Donner un équivalent simple quand x tend vers +oc de ¢(x).

1) Soit T' la période de f. Je pense que vous avez deviné la fameuse limite cherchée,

. 1"
c’est bien slr T / f(t)dt. Montrons ce résultat.
0

Premiere méthode : en utilisant la relation de Chasles.
Soit x un réel positif assez grand et soit n = E(x/T). On obtient, en vertu de la
relation de Chasles et de la périodicité de f

nT X T x—nT
xg(x):/ f(t)dt+/ f(t)dt:n/ f(t)dt+/ f@t)dt.
0 nT 0 0
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Il en résulte g(x) =

x—nT
/ f@)dt
0

T x—nT
E(x/T) / Fydis b " rwadr
X 0 X

1 x—nT 1 T

< o[ ol < L [ ol
X Jo X Jo

fx—nT f(l)dl

1
Par ailleurs, —
X

On déduit alors du théoréme d’encadrement que lim = 0. D’autre
X"+OO
/T) e
part, sachant que E(y) ~ Yy, onaalors f( ydt ~ = f@®dr.
—+00 X—+00 T 0

Conclusion : lim —/ f@®)dt = —/ f(@)dt.

X—+00 X

Deuxieme méthode :

En prenant I’exemple de la fonction sinus sur [0, 277 ], on constate que la limite de
g est nulle dans ce cas. Ce résultat est essentiellement dii au fait que les primitives de
la fonction sinus sont périodiques et continues donc bornées. Or on sait que les pri-
mitives d’une fonction périodique sont périodiques lorsque I’intégrale de la fonction
sur une période est nulle. On va donc dans un premier temps examiner le cas de ces
fonctions.

T
e Soit f une fonction continue périodique, de période T telle que / f@®dt = 0.
0

. N . F(x
Soit F la primitive de f qui s’annule en 0. Alors, pour toutx > 0,ona g(x) = L
X
Comme F est continue et périodique elle est bornée sur R. En notant M un majorant
F(x ) F(x
de |F|, on a, pour x > 0, £ g —, et par conséquent  lim *x) =0.
X X X—+00 X

e Soit f une fonction continue périodique, de période 7. On se ramene au cas pré-

. . 1 .
cédent en considérant la fonction i : x — f(x) — T / f(@)dt. La fonction h est
0
périodique continue et son intégrale sur [0, T | est nulle. D’aprés le résultat précé-

1 X
denton adonc lim —/ h(t)dt = 0.

X—+00 X
Or pour tout x > 0, on a/ h(t)dt = / f@)dt — —/ f(®)dt . On en déduit
que lim g(x)= / f)dr .
X—+00
X X T
2) Il résulte de 1) que, lorsque x tend vers +o0o, on a / f@®)det ~ T / f@)de.
Jo I
La fonction x — |sinx| est de période 7, donc / |sint|dt ~ — / |sint|dt .
0 T Jo

w o X
Enoutre,/ |sint|dt:/ sintdtzZ.D’ofl/ |sint|dt ~ 2x/m.
0 0 0 X—+00
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3.3 Exercices d’approfondissement a

Exercice 3.20

Centrale PC 2006 et 2007
Soita > 0.

Y 2
1) Montrer que pour tout x réel, il existe un réel y et un seul tel que / edt=a
X

X
(on pourra étudier la fonction F : x — F(x) = / e’zdt ).
0

On pose désormais y = f(x).

2) Montrer que x = — f(—y). Que peut-on en déduire sur la courbe représenta-
tive de f ?

3) Calculer 1_121 (f(x)—x) . Que peut-on en déduire sur la courbe représentative
de f? T

4) Tracer la courbe représentative de f avec Maple dans le cas a = 2.

1) La fonction F est continue, impaire, strictement croissante sur R et tend vers +oo
lorsque x tend vers +oo. Pour x fixé, ’application y +— F(y) — F(x) est conti-
nue, strictement croissante sur [ x, +oo [ et varie de 0 a +oo . C’est une bijection de
[x, +oo[ sur [0, +oo[. Il existe donc un nombre unique tel que F(y)— F(x) =a.

On remarquera dans la suite qu'un point M de coordonnées (x,y) appartient a la

)7
. . . 2
courbe représentative de f si et seulement si / eddt=a.
X

2) I résulte de la parité de la fonction ¢ — exp(t>) que

Yo, -,
/ e dt :/ e dt.
X -y

Doncsiy = f(x)alors —x = f(—y).
Soit un point M de la courbe représentative de f de coordonnées (x,y). Alors le

point de coordonnées (—y, —x) appartient aussi a cette courbe. Celle-ci est donc
symétrique par rapport a la deuxiéme bissectrice.

3)Six >0,0na
f@ f@ ,
a:/ e' dt}/ et dt = (f(x) — x)e* ,

donc 0 < f(x) —x < ae™ , etil en résulte que f(x) — x tend vers zéro, lorsque
x tend vers +oo. La courbe représentative de f admet donc comme asymptote la
premiere bissectrice, lorsque x tend vers +oo et également, par symétrie, quand x
tend vers —oo . La courbe se trouve au-dessus de son asymptote.

fx)
4)Ona 2 = / et2 dt = F(f(x)) — F(x), et comme F est bijective, on en tire

fx)= F”(F)(Cx) +2).
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On peut donc utiliser la procédure Maple suivante, faisant apparaitre la courbe avec
son asymptote et la symétrie de la courbe :

:=x->int (exp(t~2),t=0..x):
:=x->solve(F(u)=x,u):

:=plot (H(F(x)+2) ,x=-2..2):
:=plot(x,x=-2..2):
:=plot(-x,x=-1.5..1,linestyle=4):
display(A,B,C,scaling=constrained) ;

QWD

-2 1 N 1 2

—o




Séries numériques

4.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D'ASSIMILATION

4.1.1 Généralités

@ (e qu'il faut savoir

Si la série de terme général u,, converge, alors la suite (u,,) converge vers 0. Ainsi,

une série dont le terme général ne converge pas vers 0 est divergente. On dit dans

ce cas que la série diverge grossiérement.

Série géométrique Soit z € C. La série de terme général 7" converge si et seule-
+0o0 1

ment si |z| < 1, et dans ce cas Z 7=
n=0

1—z7°

Exercice 4.1

Divergence grossiére

Quelle est la nature de la série de terme général u,, = —
2+sinn7g

Pour tout n € N on a u4, = 1/2. La suite (u4,),>0 ne converge pas vers 0, donc la
suite (u,),>0 ne converge pas vers 0. I en résulte que la série de terme général u,,

diverge.

Série divergente dont le terme général tend vers 0

n
1
On note S, = Z i Montrer que S, — S, > 1/2 et en déduire que la série de
k=1
terme général 1 /n diverge.

2n 2n
1 1 1
Pour tout N* Sy — S, = E - > E — = .
our tout n & onadj X n 2
k=n+1 k=n+1

La suite (S,),>1 est une suite croissante, puisque, pour tout n € N*, on a
Sut1 — Sy = 1/(m + 1) > 0. Elle admet donc une limite. Si cette limite était
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finie alors la suite (S,, — S,) convergerait vers 0, ce qui n’est pas possible puisque,
pour tout entiern > l,ona Sy, — S, > 1/2.

Donc la suite (S,,) admet +co pour limite et la série de terme général 1/n diverge.

4.1.2 Exemples de sommation de séries

Les résultats concernant les séries géométriques (ex. 4.3) et télescopiques (ex. 4.4)
sont a connaitre parfaitement.

Exercice 4.3

Série géométrique
+00

Calculer Z U, olu, =e *"chn.
n=0

1 -3

1 _ _ . . . . -
Ona u, = 3 (e™" +e73") et, puisque les séries géométriques de raison e ! et e

convergent, on obtient

. 1 (< < 1 1 1
E E —1\n E —3\n

u,,—2< (e )"+ (e )>_2<1—e_1+1—e_3>'
n=0 n=0 n=0

Exercice 4.4

Série télescopique
Soit (V) >n, une suite numérique. Pour n > ny, on pose u, = v, — v,41. Montrer
que la série de terme général u, converge si et seulement si la suite (V)n>n,

+00
converge, et que dans ce cas Z Up = Uy, — lim v,.
n—+oo
n=ng
Application : CCP PC 2006
1 2 1

Pour tout n > 2 on pose u, =

i1 i nsl

Montrer que la série de terme général u, converge et calculer g Uy, .
n=2

+00

n
Pour n > ng, on calcule la somme partielle S, = g (Vi — vis1) . Cette somme
k=nyg
vaut S, = vy, — Upq et la suite (S,),>n, a une limite finie si et seulement si la suite

+00

(Vn)n=n, a une limite finie. Alors g U, = n1—1>1-+1-loo Sy = Uy, — nEI}-loo vy
n=ngm
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4.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

Application
1

\/—f

obtient une série télescopique. Celle-ci converge puisque la suite (a,) converge vers

O,etl’onaZun =a,=1-— 1/\/5
=2

Pour n > 2, on pose a, = On a alors u, = a, — a,41, et on

On peut également faire les calculs en effectuant des changements d’indice de som-
mation. La maitrise de ces manipulations sera utile dans I’étude des séries entiéres.

Exercice 4.5
ENSEA PC 2006

1) Vérifier que, pour tout n € N*, on a
1 1 1 N 1
nn+Dn+2) 2n n+l 2mn+2)’

n

1
. Soit S, = 1
nnt ey ot S ;”k 4

somme partielle de rang n de la série de terme général u,. Montrer que

G L, 1/ 1
"42n+2n+1'

3) En déduire que la série de terme général u,, converge et calculer sa somme

S:Zun.
n=1

2) Pour n > 1 on pose u,

1) La relation se vérifie facilement en réduisant au méme dénominateur, ou en
décomposant la fraction rationnelle en éléments simples.

2) On a alors S":Z Z__Zp+l _Z]H_z

p=1 p=1
En effectuant le changement d’indice p — p+1 dans la premieére somme du membre
de droite et p — p — 1 dans la troisieéme, on obtient

n—1 n+l

. 1
ZMF: Zp+1_zp+l _Z::zm

p=1
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D’ou, en faisant apparaitre, si n > 3, la partie commune aux trois sommes,

1 1 1 =2 1
Si==|1+=-+ — | —| =+ —+
"2 2 ;pn 2 op+l n+l

1 [ 1 1
+ = + +
2 [Zp+l n+l n+2

La somme se simplifie, et il reste

s—11+1 1+1+1 1+1
" 2 2 n+1l 2 \n+l1 n+2)’

dod § - 1 N 1 1 1
o "T4 2 \ne2 ne1 )
3) Lorsque n tend vers 1’infini, la suite (S,),> converge vers 1/4, donc la série de
+00
(. 1
terme général u,, converge et Z U, = 1

n=1

Séparation des termes de rang pair et de rang impair

Montrer que si la série de terme général a,, et la série de terme général ay,+
convergent alors la série de terme général a, converge et que dans ce cas

+00 +00 +00
g an = E aop + § aAp+] -
n=0 n=0 n=0

+00

Application : calculer 2(3 +(=1)"H™".
n=0

Soit S, la somme partielle de rang n de la série de terme général a,,. Pour toutn € N,
ona

2n+1

2n n n—1 n n
Son = E a, = E arp + E Ap+1 et Sope1 = E a, = § azp + E A2p+1 -
p:() p:() p:() p:() p=0 p=0

Siles deux séries convergent, alors les suites (S2,),>0 €t (S2q+1)n>0 convergent toutes
+0o0 +00

les deux vers la méme limite g ar, + g asn+1, donc la suite (S,),>0 converge vers
n=0 n=0
la limite commune. On en déduit que

+00 +00 +00
E ay, = E azy + E Aopyl -
n=0 n=0 n=0
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4.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

Application : lorsque a, = (3 +(—1)")™", ona as, = 4" et appe; = 272!, Ainsi
obtient-on deux séries géométriques. D’ol

+00 +00
1 16 1 1 2
Za2": =15 °©t E Aonsl = 5 =
et 1 — 3 15 ot 21_1 3
+00
16 2 26
Conclusion: S @, = = +% =02 .
onclusion nzoa TREIRET

4.1.3 Séries a termes positifs

Lorsque (4,),>n, €st une suite positive, la suite (S,),>,, des sommes partielles

est croissante, et la série de terme général u,, converge si et seulement si la suite
+0o0

(Su)n=n, est majorée. Dans ce cas, pour tout entier n > ng, ona S, < g Uy .
k:no
Criteres de comparaison

e Soient (u,) et (v,) deux suites telles que, a partir d’un certainrang 0 < u, < v, ;

— si la série de terme général v, converge, alors la série de terme général u,
converge,

— sila série de terme général u,, diverge, alors la série de terme général v, diverge.

e Soient (u,) et (v,) deux suites telles que u, ~ v, et v, soit de signe constant

n—+00

a partir d’un certain rang. La série de terme général u,, et la série de terme général
v, sont de méme nature.

¢ Soient (u,) et (v,) deux suites telles que u,, = O(v,) et u, et v, soient de signe
constant a partir d’un certain rang. Si la série de terme général v, converge, alors
la série de terme général u,, converge.

Séries de référence

e La série géométrique.

o Les séries de Riemann : 1a série de terme général 1/n“ converge si et seulement
sia > 1.

On donne le nom de série harmonique a la série de Riemann de terme général
1/n. La série harmonique diverge.

Reégle de d’Alembert

Soit (u#,) une suite de nombres strictement positifs. On suppose que la suite
(tn+1/uy) posseéde une limite ¢ finie ou non.

—si0 < £ < 1 alors la série de terme général u,, converge,

— si ¢ > 1 alors la série de terme général u,, diverge.
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Remarque
Lorsque ¢ = 1 on ne peut pas conclure par cette régle (comme le montre
I’exemple des séries de Riemann).

Comparaison aux séries géométriques
Etudier la nature des séries de terme général u,, suivantes :

5m—3n 11y

n
. . . 51— (3
1) On obtient un équivalent de u, en écrivant, pour n € N, u, = # .

3 1+ 2‘—4

5 n

On en déduit que u, o (5) puisque les suites ((3/5)") et (n*/3") convergent
vers 0.

Or la série de terme général (5/3)" est une série géométrique positive de raison
5/3 ¢]1—1, 1[. Elle diverge donc. Il en résulte que la série de terme général u,
diverge aussi.

n\" n\" \" 1
2)Pourn € N*,ona u, = | = Il+—) =(=) exp|lnln{1+—]|],
2 n 2 n

et en utilisant le développement limité au voisinage de O de # — In(1 +u), on obtient

1" 1 1 1+o(1) 1
1+—) =expin|—+o|— =e ~ e,donc u, ~ ef|=] .
n n n n—+00 n—+00 2
Or la série de terme général e(1/2)" est une série géométrique positive de raison

1/2 €]—1, 1[. Elle converge donc. Il en résulte que la série de terme général u,
converge aussi.

Comparaison aux séries de Riemann. CCP PC 2005
Arctan(n??)
na
Selon que « est positif, négatif ou nul, trouver un équivalent simple de u,,, puis
étudier la nature de la série de terme général u,,.

Pourn € N*, et « € R, on pose u, =

On peut étre tenté de majorer Arctan(n>®) par /2, mais cela ne permet de conclure
par comparaison a la série de Riemann de terme général 1/n® que si @ > 1. On va

étudier les autres cas au moyen des équivalents.
2a ) ~ z

—Sia > 0, alors la suite (nza),,>1 admet +0o comme limite, et, Arctan(n ok
n—+oo
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4.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

T 1 . .. . ‘- (4
donc u, ~ 2 e et ]’on obtient une série de Riemann. La série de terme général
n—+o0o n

u, converge si et seulement si o > 1.
- Sia =0, alors u, = Arctan 1 = 77 /4 et la suite (u,) ne converge pas vers 0. Donc
la série de terme général u,, diverge grossiérement

—Si @ < 0, alors la suite (nz“),,)] converge vers 0. On peut donc utiliser I’équivalent

2a
n . .
Arctanu ~ wu,etdonc u, ~ —— = —— et |’on obtient une série de
u—0 n—+oo N« n—o

Riemann. Alors, la série de terme général u, converge si et seulement si —a > 1,
c’est-a-dire o < —1.

Comparaison aux séries de Riemann

. z_* 7z z n
Etudier la nature de la série de terme général u,, = ' 1 1
n

Lorsque n € N*, on peut écrire

1 —1/n 1 —1/n 1 1
u,,:<”+ > —1:<1+—> —1:exp(——ln<l+—>>—l.
n n n n

En utilisant le développement limité de u +— In(1 + u) au voisinage de 0, on obtient

e (L)) e (e (1)

Alors, en utilisant le développement limité de u — ¢" au voisinage de 0, on en déduit

(oL, (1] | 1
U, = n2 o n2 AT nz.

Or1/ n? est le terme général d’une série de Riemann convergente. Il en résulte que
la série de terme général u,, converge aussi.

Exercice 4.10

Comparaison aux séries de Riemann

Etudier la nature de la série de terme général u, = avr (a > 0).

Lorsque a > 1, la suite (u,),>1 ne converge pas vers 0 et la série de terme général
u, diverge grossiérement.

Lorsque 0 < a < 1, la suite (nzun),,>1 = (nza\/;’)n >1 converge vers O (produit d’une
exponentielle et d’une puissance). Donc 2 partir d’un certain rang, on a n’u, < 1,

. 1 . ‘o o
d’ot I'on déduit 0 < u, < —, et puisque la série de terme général 1 /n2 est une
n
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série de Riemann convergente, il en résulte que la série de terme général u, converge
également.

Remarque
On retiendra que pour comparer a une série de Riemann, il peut &tre utile de cher-
cher la limite de suites de la forme (n%u,,), (voir également 4.15).

Exercice 4.11

Comparaison aux séries de Riemann Centrale PC 2006
Nature de la série de terme général v, = Arccos(l — 1/n%) (@ > 0).

Indication de la rédaction : utiliser un développement limité de cos v,,.

La suite (v,),>1 est une suite positive qui converge vers O eton acosv, = 1 —1/n?,

donc, en utilisant un développement limité au voisinage de 0 de la fonction
2

1 v .
u — cosu,ona — = 1 —cosv, = -2 +o(v?). On en déduit v> ~ 2/n“
n® 2 n—+00

doncv, ~ 2 / n®/? , et la série de terme général v, converge si et seulement si
n—+oo

a/2 > 1c’est-a-dire a > 2.

Exercice 4.12

TPE MP 2006
NG

n+1

Soit (#,),>0 une suite positive. On pose v, =

1) Montrer que si E u, converge, alors E v, converge.

2) Montrer que la réciproque est fausse.

1
1) En utilisant I’inégalité a-b < 5 (a* + b*), valable pour tout couple (a, b) € R2,
1 1
on obtient, pour tout n € N les inégalités 0 < v, < 3 <un + m) .

Comme les séries de termes généraux u, et 1/(n + 1)* convergent, la série de

1 . .
terme général 5 <un + (_}_1)2> converge et par suite la série de terme général v,
n

converge.
2)Sin € N, prenons u,, = 1/(n+1). La série de terme général u,, diverge. Par contre

v, ~ 1/ n’/? et la série de terme général v, converge.
n—+0o0
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4.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

Remarque
On pourrait aussi utiliser 1’inégalité de Cauchy-Schwarz pour majorer les sommes
partielles de la série.

. . . . . n\"
L’exercice suivant utilise la formule de Stirling : n! ~ <—> V2n .

n—+o00 \ e

Exercice 4.13
Régle de d’Alembert. CCP PC 2006

. pon sz 2z n.
Etudier la nature de la série de terme général u,, = — a" (a > 0).
n

u,  (n+1)y+la*n! n+1 n
Par un calcul de développement limité classique (voir ex. 4.7), on obtient que la
suite (Un+1/Uy)n>1 cONverge vers ae~ ", donc il résulte de la regle de d’Alembert
que la série de terme général u, converge si a/e < 1, donc si a < e, et diverge si
a/e > 1,donc sia > e. Lorsque a = e, on obtient en utilisant la formule de Stirling
n
U, ~ (g)n vV2onm Z_” = v2n7 et la série diverge grossiérement.

n—+o0

+ Dla™! " n 1"
Pour toutn € N*, on a Ut _ (4 D1 n :a< " ) :a<1+—) )

Comparaison a une intégrale
Soit f une fonction continue par morceaux décroissante et positive sur un inter-

valle de la forme [ A, +oo [ . Alors la série de terme général / f@)ydet — f(n)
n—1

converge.

Il en résulte que les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) la série de terme général f(n) converge
n
ii) la série de terme général / f()dt converge
n—1
iii) la fonction f est intégrable sur [ A, +o0 [

iv) une primitive F' de f sur [ A, +oo [ admet une limite finie en +co.

Remarque
De nombreux exercices reposent sur la comparaison d’une série et d’une inté-
grale. Lorsqu’une fonction est décroissante sur [n — 1, n], ou n € N*, on

pourra utiliser les inégalités f(n) < / f(x)dx < f(n—1), mais beaucoup
n—1

d’autres situations sont possibles.
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Exercice 4.14

Mines - Ponts PC 2005

n

Etudier la suite u,, = Ik In(Inn) .
k=2
. e 1 . .
La fonction f définie sur [2, +oo[ par f(x) = Iy est continue décroissante
xInx
positive et la série de terme général f(n) — f(¢)dt converge. En calculant la

n—I1
somme partielle S,, de rang n de cette série, on obtient

n k n n
Sn:2<f(k>— /k ]f(t)dt) - Lrw-so- | e
. >

k=3

- Zf(k)—f(2)—lnlnn+lnln2.
k=2

Comme la suite (S,),>3 converge, on en déduit que la suite <Z f(k) —Inln n)
k=2 n>=3

=

converge également.

Exercice 4.15

Séries de Bertrand

Etudier la série de terme général u,, = (a, B € R) en comparant a une

n%(Inn)k
série de Riemann lorsque a # 1 et a une intégrale lorsque o = 1.
1 Inn

Application : étudier les séries de termes généraux v, = nnl puisw, =n —1.
nn!

1
a =1 Lafonction définie sur [2, +oo[ par f(x) = ——— est dérivable et I’on
x

(In x)P

Inx + .
B . Donc f/ est négative sur [e*[”, +oo[N[2, +oo] et

© x2(In x)B+
f est une fonction décroissante positive sur un intervalle de la forme [ A, +oo[. On
obtient facilement une primitive F de f :

Inx)!=# .
F(x)= % sifB#1 et F(x)=In(lnx) sif=1.
Donc on constate que F possede une limite finie en +oo si et seulement si 8 > 1,
et le critere de comparaison a une intégrale montre que la série de terme général

1/(n(In n)?) converge si et seulement si 8 > 1.

obtient f'(x) =
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4.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

1 1 l—a
a <1 Sin > 2,on écrit na(lnn)ﬁ . (;lnn)ﬁ , et hm n! a/(lnn)ﬁ = +00.
l—a

1
(Inn)# 21, et ne(Inn)P Z o La série diverge par

comparaison a la série harmonique.

Donc, pour n assez grand

1 1 1
a>1 Soita’telquea > o’ >1.Sin > 2,onécrit ——mM88 = = — ————— .
q n®(Inn)  n® ne—<(Inn)k

Mais lim n“ ,(ln n)? = +o0. Donc, pour n assez grand 1,et

n—+co ne=(Inn)B S
1 1 . N . .
——— < — . La série converge par comparaison a une série de Riemann.
n®(Inn)? =~ no

Remarque
Ces résultats sont utilisés dans beaucoup d’exercices d’oraux. Nous vous
conseillons vivement de savoir les redémontrer.

Application : En majorant chaque terme du produitn! =1 X 2 X --- X n par n, on
1

nlnn’
Comme la série de terme général 1/(nlnn) est une série de Bertrand divergente
(e = B = 1), il en résulte que la série de terme général v, diverge.

La suite ((Inn)? /n) converge vers 0. Comme on a 1’équivalent e — 1 ™ u,ona

a, pour n > 1, 'inégalité n! < n", et donc Inn! < nlnn. Finalement v, >

u—
2
> Inn . .. .
donc w, =M /M1~ (Inn) . On obtient une série de Bertrand divergente
n—+o00 n
(e = 1,8 = —2), il en résulte que la série de terme général w, diverge.

4.1.4 Séries a termes réels quelconques ou a termes complexes

e Soit (4,)n>n, une suite numérique. On dira que la série de terme général u,
converge absolument lorsque la série de terme général |u, | est convergente.

e Si la série de terme général u, converge absolument, alors elle converge. De
plus

+00 +00
n=no n=ny

La série de terme général |u,| est une série a termes positifs et les résultats du
paragraphe précédent peuvent donc s’appliquer.

e Une série qui converge sans converger absolument, est dite semi-convergente.
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Critere de Leibniz ou critere spécial des séries alternées

Soit (@,)n>n, une suite décroissante qui converge vers 0. Alors la série alter-

+00
née de terme général (—1)"a, converge. De plus Z (—l)kak < dapap, et

k=n+1

+00

Z (—1)*ay est du signe de (—1)"*!.
k=n+1
La série harmonique alternée de terme général (—1)" /n est I’exemple d’une série
qui converge d’apres le critere de Leibniz, mais qui ne converge pas absolument.

Attention : On ne peut pas utiliser les équivalents pour étudier des séries dont le
terme général n’est pas de signe constant. On privilégiera dans ce cas les déve-
loppements asymptotiques. (Voir ex. 4.18).

Exercice 4.16

Etudier la convergence et la convergence absolue de la série de terme général

1"
U, = =D Arctan —.
n n
1 1 . ,
Pour tout n > 1,on a |u,| = — Arctan — . Puisque ’on a Arctan u ~, ¥yonen
n n u—

déduit que |u,| ~ 1/n*.Comme la série de Riemann de terme général 1/n>
n o0

—+
converge, il en résulte que la série de terme général |u,| converge, c’est-a-dire que la
série de terme général u,, converge absolument. Donc elle converge.

Exercice 4.17

CCP PC 2005
Etudier la convergence et la convergence absolue de la série de terme général
_ =y
" n—1Inn
. P 1 ‘.
La fonction, f définie sur [1, +o0[ par f(x) = Pa—— est dérivable et admet
x—1Inx
1—
comme dérivée f'(x) = T Ladérivée étant négative, il en résulte que f
x(x —Inx)?
o , 1 1 1
est décroissante. D’autre part [u,| = — ——— ~ —.
nl-— % n—+oo 1

Alors la série de terme général |u,,| diverge par comparaison a la série harmonique.
Mais la suite (|u,|),>1 est une suite décroissante qui converge vers 0. Donc la série
de terme général u,, converge d’apres le critere de Leibniz.
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4.2 Exercices d’entrainement a

Exercice 4.18
(="

Etudier si la série de terme général u,, = In <1 + Tn > converge.
n

Puisque la suite ((—1)" /y/n) converge vers 0, on peut utiliser le développement limité

- 1 1
au voisinage de 0 de la fonction x +— In(1+x). Onadonc u, = =D ——+0 <—> .

N n
La série de terme général (—1)" //n converge d’apres le critere de Leibniz. D’ autre
1 1 1 . 1 1 .
part — +o | — ~ — et la série de terme général — + o | — | diverge par
2n nj) n—+oo 2n 2n n
comparaison a la série harmonique. Il en résulte que la série de terme général u,
diverge, et ceci bien que u, ~ (—1)"/v/n.
n—+oo

On a donc I’exemple de deux séries dont les termes généraux sont équivalents mais
qui ne sont pas de méme nature.

4.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 4.19

CCP PC 2006
1
n(n+1)
1

1
COS - COS -7

sin
Pour tout n € N* on pose u, =

1) Montrer que la série de terme général u,, converge.
— 1 11

2) Calculer Z u, . On rappelle que Dt D) = T

n=1

1) Puisque 'onasinu ~ wuetcosu ~ 1,on obtient

u—0 u—
1 1
u ~ _— ~ —
" n—+oo n(n + 1) n—+oo n?
et la série converge par comparaison a une série de Riemann.

2) Pourn € N*, on a

sin : sin ! ! sin ! cos ! cos ! sin !
_— —_— pu— —_ _— —_— 1
nn+1) n n+l n n+1 n n+l’
d’ou I’on déduit u,, = tan — — tan )

n n+1

La série de terme général u, est donc une série télescopique, et puisque la suite

1 . +00
(tan —> converge vers 0, on obtient Z u, =tanl.
n

n=1
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CCP PC 2007

1) Montrer que la série de terme général v, = sin(7(2 — \/§)") converge.

2) Montrer que, pour tout n € N, le nombre a, = (2 + \/5)” + (2 — \/§)" est
entier.

3) En déduire la nature de la série de terme général u,, = sin(7(2 + \/g)") .

)Ona0 <2 — V3 = 2+ \/§)_1 < 1. La série géométrique de raison 2 — V3
est donc convergente. Alors, puisque, pour tout u réel on a | sinu| < |u| on en déduit
que |v,| < 72 — V/3)" et la série de terme général v, converge absolument.

2) On montre que a, est entier en utilisant la formule du bindme. En effet,

n n

— (Z) V3T (Z)(—\@)"zn—k = (Z) V3 (12
k=0

k=0 k=0
Dans cette somme ne restent que les termes pour lesquels k est pair. Donc, si I’on
E(n/2)
_ . _ n pHn—2p+l1 : :
pose k = 2p, on obtient alors a, = Z > 372 qui est un nombre entier.
p=0
3) On aalors |u,| = |sin(7a, — 7(2 — \/§)")| = |v,| et la série de terme général u,,
converge absolument.
Exercice 4.21
CCP PC 2006
. 1 .
Soit 8 € R*. Pour tout n € N* on pose a, = ———. Nature de la série de terme

> K
k=1

général a,.
Indication de la rédaction : montrer que la série de terme général a, diverge si
B < 0etconvergesi 8 > 0.

n
Si B8 < 0, pour tout £ > 1, on a alors kP < 1, donc ZkB < n, et il en résulte
k=1

que a, > 1/n. La série de terme général a,, diverge donc, par comparaison a la série
harmonique.

Si B8 > 0, on fait apparaitre une somme de Riemann, en écrivant

n 1 n k B
B _ B+l =
-5

k=1 k=1
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4.2 Exercices d’entrainement a

1o (k)" ! 1
La suite des sommes de Riemann (— E <—> ) converge vers / xPdx = ——
n n 0
k=1

et la série de

n B+l
. . n
et on obtient I’équivalent E kP~ e Alors a, ~ T
n—+oo n—+o00 n
k=1

terme général a,, converge par comparaison a une série de Riemann.

Exercice 4.22

Centrale PC 2006

Nature de la série de terme général u, = tan (%) — cos(1/n).
n

On cherche un équivalent de u,, en effectuant un développement limité. On a

nir T T 1 1 T T 1
= =—(1——+40(~)]|=———+0(~-].
dn+1 1+$ 4 4n n 4 16n n

.. tana — tanb .
Donc en utilisant la formule tan(a — b) = ——, on obtient
1 +tanatanb
n l—tan(%+o(%))

t

an4n+1 - 1+tan(%+o(%)) ’

Puis en utilisant le développement limité au voisinage de O : tanu = u + o(u), on
obtient

1—Z+o(} 2 1 1
an 27 Lol oy () T (1)
4n +1 1+%+0(%) 16n n 8n n
Comme on a également cos(1/n) = 1 + o(1/n), on en déduit

T N 1 T
u, — —— 0] — ~ R
" 8n n)no+o 8n’

et la série de terme général u,, diverge, par comparaison a la série harmonique.

Exercice 4.23

Centrale PC 2007, Saint-Cyr PSI 2005, CCP PC 2005

/4

Pour tout entier naturel n, on pose u, = / tan" 7 drt .
0
1) Trouver une relation de récurrence entre u,, et ;> .
2) Trouver un équivalent de u,, lorsque n tend vers I’infini.
3) Donner la nature de la série de terme général (—1)"u,,.
4) Discuter, suivant a € R, la nature de la série de terme général u, /n“ .
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/4 /4
DOna u,+um = /(tan”+2t+tan" 1)dt = / tan” 7(1 + tan” 1) dt .
0 0

Puisque 7 — 1 + tan® ¢ est la dérivée de ¢ — tanz, on en déduit que

/4

tan™*! ¢
n+1

Ltn+btn+2:|: 1
0 n+

2) Pour x € [0, 7/4],0na0 < tant < 1, etdonc O < tan"*'7 < tan" ¢. Alors,
sin = 0, on obtient en intégrant, 0 < u,+1 < u,, et la suite (u,) est décroissante

.. . 1
positive. On en déduit que 2u,4 < Uy + Uy, = 1 < 2u, . Donc, pour n > 2,
n

1 1 n
on a I’encadrement —— < u, < —, do0t —— < 2nu, < ——
2m+1) " T 2m—1)" n+1l " n—1
Le théoreme d’encadrement montre alors que 2nu, tend vers 1 c’est-a-dire que
1
Up ~ —.
" n—+oo 2n

3) Il résulte de ce qui précede que la suite (u,) converge vers 0. De plus, elle est
décroissante, alors d’apres le critére de Leibniz, la série de terme général (—1)"u,
est convergente.

Up
4)Ona — ~ ——
) ne n—+oo 2petl
de terme général u, /n® converge si et seulement si @ + 1 > 1, ¢’est-a-dire & > 0.

Exercice 4.24

TPE PC 2006 , ENSEA PC 2006
On se propose d’étudier la convergence et la convergence absolue de la série de

—1)"
) (a # 0).

. Alors par comparaison a une série de Riemann, la série

terme général u, =

1) Montrer que la série diverge si a < 0.
2) On suppose a > 0.

2.a Montrer que u,, ~ v, = (—1)"/n“, et en déduire pour quelles valeurs
n—+00

de a la série converge absolument.

2.b Etudier la nature de la série de terme général u,, — v, et en déduire pour
quelles valeurs de a la série converge.

1)Pourn >2ona u, = et, lorsque a < 0, la suite ((—1)"n%) converge

1+(=1)yne’
vers 0. Il en résulte que la suite (u, ) converge vers 1. Donc la série de terme général
u, diverge grossierement.
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4.2 Exercices d’entrainement a

(G A G VA
ne+(—1y.  pa 14D

n(l
. (—D"
converge vers 0. Il en résulte que u, ~ -
n—+oo n

comparaison a une série de Riemann, on en déduit que la série de terme général |u, |
converge, c’est-a-dire que la série de terme général u, converge absolument, si et
seulement sia > 1.

2.aPourn >2ona u, = et la suite ((—1)"/n®)

1
. Alors |u,| ~ —, etpar
n—+oo n4

1 1

N

n4(n® + (—1)") n—+oo np2a’
La série de terme général v, converge d’apres le critére de Leibniz. Par ailleurs la
série de terme général u,, —v, converge si et seulement si 2a > 1 c’est-a-direa > 1/2
par comparaison a une série de Riemann. On a donc les deux cas suivants :
—lorsque 1/2 < a < 1, la série de terme général u,, est la somme de deux séries
convergentes. Elle converge donc mais n’est pas absolument convergente.
—lorsque 0 < a < 1/2, la série de terme général u, est la somme d’une série
convergente et d’une série divergente : elle diverge donc.
En résumé :
—lorsque a > 1 la série converge absolument
—lorsque 1/2 < a < 1 la série est semi-convergente
—lorsque a < 1/2 la série diverge.

Exercice 4.25

CCP PC et PSI 2006

2.b Etudionslecasou 0 <a <1.0na u, —v, =

/2
Pourn € N, on pose u, = / sin” x dx .
0

1) Montrer que la suite (u,),>0 converge vers 0.

2) Montrer que la série numérique de terme général (—1)"u, converge.

+00 77/2 dx
3) Etablir que Y (—1)'u, = /
n=0 0

1 +sinx
7T/2 d
4) Calculer / 7)6 .
0 1 +sinx

Indication de la rédaction : on pourra commencer par établir que

/2 dx /2 dx
/0 1+sinx_/0 1+cosx’
5) Montrer que la série de terme général u,, diverge.

1

Indication de la rédaction : on pourra établir que u, > 1
n
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1) Il y a diverses fagcons de montrer que la suite (u#,) converge vers 0. Voici une
méthode utilisant le théoréme de convergence dominée, théoréme qui sera vu dans
un chapitre ultérieur.

Lorsque n € N soit f, la fonction définie sur [0, 7 /2] par f,(x) = sin”" x. La suite
(fn) converge simplement vers O sur I’intervalle [0, 77 /2 [, et les fonctions | f,,| sont
majorées par la fonction constante 1, qui est intégrable sur [0, 77 /2 [ . Il résulte alors
du théoréme de convergence dominée que la suite (i, ) converge vers 0.

2) Comme pour tout n > 0, et tout x €]0, 7/2[ ona 0 < sinx < 1, on en déduit
que sin” x > sin""!x, et, en intégrant, que la suite (u,) est décroissante. La série
de terme général (—1)"u, est donc une série alternée et il résulte alors du critere de
Leibniz que cette série converge.

3) En calculant la somme partielle, on obtient
n

/2] — (= sinx)"! ,
Sp = Z(—l)kuk = /0 de. Mais, pour tout x € [0, 7/2],
k=0
w/2 n+l1
/ ( sm.x) dx
0 1+sinx

dx = 0. Alors la suite (S,) converge vers

. 1
(—sinx)™ . nel
| < sin"" x, et donc < Upyr- Il en

1+sinx

/2 (— sinx)"!
résulte que  lim —_
n—+oo fi 1 +sinx

7T/2 1
s= [ e dn
0 1 +sinx

4) En effectuant le changement de variable u = 7 /2 — x, on obtient
77/2 1 7T/2 1 77./2
S:/ 7dx:/ 7dx:[tanq =1
o l+cosx o 2cos?3 210

5) En remarquant que, lorsque x € [0, 7/2] ona 0 < cosx < 1, on obtient

/2 sin"*! x17/2 .
U, = sin” x cosx dx = [ ] = ——, et la série de terme général u,,
0 n+1 Jo n+1

diverge par comparaison a la série harmonique.

Exercice 4.26

Mines - Ponts PC 2005, CCP PC 2006
Soit (a,b,c) € R?. On définit une suite (tn)n>1 €n posant
u, =aln(n)+bIn(n+1)+cln(n +2).

b+2 b+4 1
1) Etablir que u, = (a+b+c)lnn+ < 2T (=) .
n 2n? n?

2) Pour quelles valeurs de (a, b, ¢) la série de terme général u,, converge-t-elle ?
+0o0

3) Lorsque la série converge, calculer sa somme g Up.

n=1



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

4.2 Exercices d’entrainement a

1 2
1) Onécritu, =alnn+b (lnn+ln <1+—>> +c <lnn+ln <1+—>> , puis en
n n

utilisant le développement limité au voisinage de 0 de u — In(1 + u),

1 1 1 2 2 1
(a+b+c)1nn+b<;—ﬁ+o<ﬁ>> +c<ﬁ_ﬁ+0<ﬁ>>

b+2 b+4 1
= (@+b+c)lnn+ T _ o7 “hol—=).
n 2n? n?

Uy

2)Sia+b+cn’estpasnul,alorsu, ~ (a+b+c)lnnetlasériede terme général
n—+oo

u, diverge grossierement.
Sia+b+c=0etb+2cn’estpasnul,alorsu, ~ (b+2c)/n etlasériede terme
n—+o0

général u,, diverge par comparaison a la série harmonique.
Sia+b+c=b+2c =0,alorsu, ~ —(b +4c)/(2n2) et la série de terme général
n—+oo

u, converge par comparaison a une série de Riemann.

3) La série de terme général u,, converge si et seulementsia +b+c =b+2c =0
c’est-a-dire ¢ = a et b = —2a. Lorsque ces conditions sont vérifiées, on a alors

|
uy, = allnn —2In(n+ 1)+ +2) =a (In—— —In =)
n+1 n+2

et il apparait une série télescopique, donc

+00 1 n
Zun:a In- — lim In — —aln2.
2 n—+oo n+1

n=1

Exercice 4.27

Procédé de sommation d’Euler. Centrale PC 2006
+00
1
Soit p € N*. Calculer Z U, ol u, =
n=1

Indication de la rédaction : on pourra écrire pu, sous la forme v,, — v,41.

nn+1)---(n+p)

Lorsque n > 1, on peut écrire

(n+p)—n 1 1
U, = = — .
P i+ )i+ p) a4 D) p—1)  (n+1)---(n+p)
1
Donc en posant v, = on a pu, = U, — Upy, €t

nn+1)---(n+p—1)
puisque la suite (v,),>1 converge vers 0, il résulte du procédé télescopique que
+00 +00
1 1 1

p _ _ =
Zln(n+l)---(n+p)_vl_p!'DonC Zn(n+1)---(n+p) pp

n= n=1
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Exercice 4.28

TPE PC 2006

1
Pour n € N on pose a, :/ "1 —12dr.
0

1) Montrer que la série de terme général (—1)"a, converge et que sa somme vaut
/2 —1.

2) Montrer que, pour n > 2, a, = R(n)a,—» ol R est une fraction rationnelle.

3) Montrer que n(n + 1)(n + 2)a,a,— est constant.

4) Montrer que la série de terme général a, converge.

I)Lorsquet € [0, 1] ona0 < t"\/1—1t*> <t"etenintégrant0 < a, < 1/(n+1).
La suite (a,) converge vers 0. D’autre part N1 =12 < V1 — 2, donc en

intégrant a,,; < a,. La suite (a,) est décroissante. Alors il résulte du critere de
Leibniz que la série de terme général (—1)"a, converge.

N 1

Ona Sy =Y (~1)'a, = / V=12
-0 0
" ZN+1

Mais 0 < V1 —¢2 ——

1+1¢

1 N+1
t 1
0< V1—1¢2 dt < )
\/0 1+t T N+2

1
Il en résulte que la suite ( / V1 (
V1—12
dt

S 1=
(Sn) converge vers /0 157

On calcule cette intégrale en effectuant le changement de variable t = cosu. On a

1— (_1)N+1tN+1

dt.
1+1¢

< "+ donc en intégrant

)N"'ltN"'l

dt | converge vers 0, et que
1+1¢ ) g d

alors df = — sinu du. Donc
77'/2,/1 — 2 w)2 a2 72
I = / ﬁsinudu:/ L;‘udu:/ 2sin’ 2 du
0 1 +cosu 0 2co0s” 5 0 2
/2 )2 -
= / (l—cosu)du:[u—sinu] =——1.
0 0 2

+00
On a donc bien Z(—l)"an = g —1.
n=0
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4.3 Exercices d’approfondissement a

2) Sur [0, 1], la fonction t +— 71/ 1 — ¢2 a pour primitive —(1 — t2)3/2/3. En inté-

1
grant par parties a, = / "~ 1(t\/1 — 12)dt lorsque n > 2, on obtient,
0
tn—ll_t23/21 1 !
a, = [_ ( ) ] L1 / "2 — 12 di
3 0 3 0

-1 /! -1
-1 /r”—2(1—t2) 1 —2dt="""(a, »—ay).
3, 3

On en déduit que (n +2)a, = (n — Da,—» .

3) Alors en multipliant par n(n + 1)a,_;, on obtient
nn+1)(n+2a,a,_1 = — Dnn+ a,_1a,_»,
ce qui montre que que la suite (n(n + 1)(n + 2)a,a,—1),>1 est constante.

4) On a donc pour tout n > 1, la relation n(n + 1)(n + 2)a,a,—; = 6aiay .

En utilisant la décroissance de la suite (a,), on a, a, < a,—1 < a,_, et donc, en

a, a,_ n+2 . R
ntl o T2 . On déduit du théoréme
a, a, n—1

d’encadrement que la suite (a,—;/a,) converge vers 1, donc que @, ~ a,_p.

n—+oo

divisant par a,, on obtient 1 <

6a,a 6a,a .
170 170 u I’on déduit

Alors a? ~ aa,, = —————— ~
" onreo MM nn+1)(n+2) n—+c  n3

vV 6611 ap . .
a, ~ ————, et la série de terme general a, converge par comparaison a une
3/2 0
n—+oo N

série de Riemann.

4.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 4.29

CCP PC 2006

n
On considere les suites (hy,),>1 et (u,),>1 définies par h, = Z % et
k=1
u, = h, —Inn.
1) En étudiant la série de terme général u,.1 — u,, montrer que la suite (u,),>1
est convergente. On note 7 sa limite.
2) Justifier le fait que 4, = Inn + y + o(1).
Montrer qu’il existe deux réels a et b que I’on déterminera, tels que,

2n (—l)k
VneN*Z - = ahy, — bh,, .
k=1

(—=DF

En déduire la formule Z =—In2.

k=1
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3) On considere a dans R. Soit (w,),>1 la suite définie par w, = —a/n sin est

un multiple de 4 et w, = 1/n sinon. Pour n > 1 on pose S, = Z Wy .
k=1

3.a Montrer que la suite (S4,),>1 est convergente si et seulement si o = 3.

3.b On suppose que « = 3. Etablir la convergence de la série Z w, et

+00
calculer la somme Z Wy -
k=1
+1 1
1) Soitn € N*.On a un+1—un:hn+1—hn—lnn +ln——
n n+l n+1

) 1 1 - .
On peut donc écrire ;4] —u, = ——+In| 1 — —— | , et en utilisant le déve-
n+l1 n+1

loppement limité au voisinage de 0 : In(1 + u) = u + Ow?) ona

o Lo Yo !
et = = T T n Al n+12) " “\ms12) -

La série de terme général u,.; — u, converge par comparaison a la série de Riemann

1/(n+ 1)2. La suite des sommes partielles (Z(uk+1 — uk)> est donc conver-
= n>=2

n—I1

gente. Mais u, = Z(”k” — uy) + u; etil en résulte que la suite (u,),>1 converge
k=1

également.

2) Puisque (u,),>1 converge vers y,onau, = y +o(l)donc h, —Inn =y +o(1),

ce qui donne bien /i, = Inn + y + o(1).

En séparant les termes de rang pair et ceux de rang impair, on a

p:]2p p:02p+1 —k :]2p p:02p+1'

Df &
Donc en additionnant ces deux égalités membre & membre Z D Z Z —
k=1

(=1

d’ou I’on déduit Z = —hy, +h,, et en utilisant la relation obtenue ci-dessus,

k=1

no 1k
Z( kl) = —(InQ2n)+7y)+(nn+7y)+o(1) = —In2+o(1).
k=1
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4.3 Exercices d’approfondissement a

Comme d’apres le critere de Leibniz la série de terme général (—1)" /n converge, on
a alors

3.1 En séparant les termes de rang 4s, 4s + 1, 4s + 2, 4s + 3, on obtient

4n n—1
San = Z wy = Z(w4s+l + Wags2 + Wagi3 + Waged) -
k=1 5=0
Alors S4, est la somme partielle de rang n — 1 de la série de terme général
1 N 1 N 1 a
4n+1 4n+2 4n+3 4dn+4’

1 11 1 1 1 !

E t S = \1+0 |~ )=-+0|—

n remarquant que o——— = - 1+ % 4n < (n)) 4n (”2> 7
3—a

1
on obtient a, = ) +0< >

Ap = W4p+] T Wap42 + Wape3 + Waptq =

n n?
1 .. (s
Lorsque @ = 3,0ona a, = O | — | , et la série de terme général a, converge par
n

comparaison a la série de Riemann de terme général 1/ n’.

3—«a . .
Lorsque ¢ # 3,0ona a, ~ I et la série de terme général a,, diverge par
n—+o0o n

comparaison a la série harmonique.
Donc la suite (Sy,) converge si et seulement si o = 3.
3.2 On prend donc @ = 3. On a
Sans1 = San +1/(4n+ 1), Supyo = San + 1/@n+ 1)+ 1/(4n + 2)
et Saniz = San+1/@n+ 1)+ 1/@n+2)+1/(4n +3).

Alors, lorsque 0 < r < 3, les suites (S4,4,) convergent vers la méme limite. Il en

résulte que la suite (S,) converge vers la limite commune. Il suffit de chercher la
1 1 1 1 4

dn+l dn+2 m+3 Tm+d Im+a

4n n
1 1
et donc S4n:§ %—E %:h4n—h,,.
k=1 k=1

En appliquant la formule obtenue en 2), on obtient alors

limite de (S4,). On peut écrire a,, =

S4pn = (n@n)+v) —(nn+7y)+o(l) =Ind +o0(1),

et donc (Sy4,) converge vers 2 In2. Il en résulte que (S,) converge aussi vers 2In2 .
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Exercice 4.30

CCP PC 2006
On considere la suite (u,),cn de fonctions de la variable réelle x définie par :
Vn € NVx € R, u,(x) = cos(n!mx).

1) Montrer que si x € Q, la suite (u,(x)),cn est constante égale a 1 a partir d’un
certain rang.

+00
2) A T’aide du développement en série e = Z ik écrire nle sous la forme
k=0 "
. . 1 e—1
nle=P,+r,,ou P, € Netou <r, < .
1 n+1

3) Que peut-on dire de la suite (u,(x)),cn lorsque x € 2eZ ?
4) Etudier la suite (Ju,(e)|)nen -
5) Etudier la série de terme général v, = 1 — |u,(e)| .

1) En écrivant x = p/qoup € Zetqg € N*,onan!x =nlp/q.Sin > q +2,
alors n!lx = p(q¢ — 1)!(g + 1) - - - n est un nombre entier et comme il contient comme
facteurs le produit n(n — 1) qui est pair, il en résulte qu’il est pair également. Donc
cos(n!mx) = 1. La suite (u,(x)),en est donc constante a partir du rang g + 2.

+00
n! n! . ..
2)Ona nle = g — + g ik Mais, lorsque 0 < k < n, le nombre k! divise n!
k=0 " k=n+l

n! . ... U
et P, = Z il est une somme de nombres entiers positifs, donc appartient a N .

k=0
+00

n!

Posons r, = o et encadrons cette somme.

k=n+1

. . 1
On peut minorer la somme r,, par son premier terme, donc r, > 1 D’autre part,

n+
ona
+00 +00
1 1 1
= = 1 .
=) n+Dn+2)-k n+l ( + (n+2)-~-k>
k=n+1 k=n+2
Mais, lorsque k > n + 2, on peut minorer le produit (n+2)---k,par2---(k —n), on
obtient
1 — 1 1 — 1 e—1
< 1+ — | =— [ 1+ — | = .
S ( k_2n+22---(kn)> n+ 1 ( ksz! n+l

3) Si x = 2eq avec g € Z, on a alors u,(x) = cos(2qn'ew) = cos(2q P, + 2qr, )
et puisque ¢ P, est entier, u,(x) = cos(2qr, ) .

Mais il résulte de la question précédente que la suite (r,) converge vers 0. Alors la
suite (cos(2gr, 7)) converge vers cos 0 = 1. Donc (i, (x)) converge vers 1.
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4.3 Exercices d’approfondissement a

4) On a cette fois u,(e) = cos(nlem) = cos(P,7 + rp,m) = (— 1) cos(r,7) . Donc

lu,(e)| = |cos(r,m)| et la suite (cos(r, 7)) converge vers cos0 = 1. Donc (|u,(e)|)

converge vers 1.

5) D’apres 4) la suite (v,) converge vers 0, et d’autre part v, = 1 — | cos(r,7)| = 0.

Comme la suite (r,,) converge vers O et est positive, le nombre r, appartient a

[0, 1/2] a partir d’un certain rang, donc r,,7r appartient a [0, 7 /2] et cos(r, ) est

positif a partir d’un certain rang. Alors

Ty r,fwz (e — 1?72
2 nﬂf\;-oo 2 2(n + 1)2 ’

et la série de terme général v, converge par comparaison a une série de Riemann.

Exercice 4.31

CCP PSI 2007 K

0< v, =1—]cos(rp,m)| =1 — cos(r,m) = 2sin’

+00

1
1) Convergence et somme de la série Z 21
k=2

= EWk+ 1) — E(Wk)
k

2) Convergence et somme de Z
k=2

ou E désigne la fonction

partie entiere.

Indication de la rédaction : on rappelle que, pour tout entier k > 2, on a
1 1 1
-1 2\k—1 k+1)°

1) Pour N > 2, notons Sy la somme partielle de rang N de la série, on en déduit
que,

Moo 1= By 1 11 1
SN:Zkz_lza(;r;%>:5(1+5‘ﬁ‘zv+1>

k=2
+00 3
donc Zkz——l :Nl—ig-looSN = Z
k=2

2) Etudions la valeur de E(1/7) en fonction de celle de E(v/n + 1). Pour cela remar-
quons tout d’abord que si I’on se donne p € N*, et si 'ona vVan+1 > p, alors
n+1> pz, et comme ces nombres sont entiers, n+1 > p2 +1,doncn > p2 et enfin
Vn = p.

Soit alors n > 2. Il y a deux cas possibles :

— Le nombre vz + 1 n’est pas entier.

Sik =E(vn+1),onaalors 1 <k < vn+1 < k+ 1. Dans ce cas on obtient les
inégalités k < vn < Vn+1 < k+1, et donc E(vVn +1) = E(v/n) = k, ce qui
donne E(Vn + 1) — E(v/n) = 0.
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— Le nombre vz + 1 est un entier k.

Doncl <k—1<+vVn+1 =k Onadanscecask — 1 < v/n < k, et cette fois

EWn+1)=ketE(W/n)=k—1.AlorsE(Vn+1) —E(/n) = 1.

E(vn+ 1) — E(y/n)
n

Il en résulte que est non nul si et seulement si n + 1 = k? avec

k > 2, c’est-a-dire .

- k2 —1
Comme la suite (S,),>> des sommes partielles de la série est croissante, elle possede
une limite finie ou non et la limite de cette suite est égale a la limite de toute suite
extraite. En particulier c’est la limite de la suite (Sy2_;). On a donc

+00 +00
E(n+ 1) —E(/n) . 1 3
E n \/7 = lim SN2—1 = E ]{2——1 = Z .

N2—1 N
E(vn +1) — E(/n) 1
n==k>—1.Alors E :5
n=2 n k=2

N —+00
n=2 k=2

Exercice 4.32

TPE PC 2006 , CCP PC 2007
Nature de la série de terme général u,, = (—1)"/ (nhH)'/".

On peut majorer n! par n" d’ou |u,| > 1/n, et la série de terme général |u, | diverge
par comparaison a une série harmonique.

Pour montrer la convergence de la série de terme général u,, on va utiliser le critere
de Leibniz.

Démontrons que la suite (Ju,|) converge vers 0.

n
En utilisant la formule de Stirling n! = n V2nme,, ou (g,) converge vers 1, on
g e

1
en déduit Inn! =nlnn —n + E(lnn +In(27))+1Ing, ,d’ ol

'
_Inn!  lnel— 1 (ln_n+ ln(277)> _Ing, 7
n 2 n n n

et cette expression définit une suite qui admet —oo comme limite. Alors la suite

Inn!
(|un]) = (e~ ) converge vers 0.
Démontrons que la suite (|u,|) est décroissante, en montrant que la suite (In |u,|) est

décroissante.
n+l1 n
Inn! In(+1)! 1 < 1
1 n —1 n - - + = E Ink — — E Ink
nfutn| = In i n n+1 n+1k_1n nk_ln

1 n
= i D <n1n(n+ 1) — Zlnk)

k=1

— ! > (n(+1)—Ink).
k=1

nn+1)
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On obtient une somme de nombres positifs, ce qui montre que pour toutn > 1, on a
In|u,| — In |uyer| > 0. La suite (In |u,|) est donc décroissante, et il en résulte que la
suite (|u,|) est décroissante. Alors la série de terme général u,, = (—1)"|u,| converge
d’apres le critere de Leibniz.

Dans I’exercice suivant nous avons regroupé deux sujets d’oraux.

Exercice 4.33

Mines - Ponts PC 2006 + CCP PC 2007
1
Soit f continue sur [0, 1] a valeurs dans Ret u, = / fOox"dx .
0
1) Montrer que la suite (u,) converge vers 0.

2) Pour 0 < a < 1, on pose u,(a) = / x" f(x)dx . Montrer que la série
0

e Y iC))
E u,(a) converge et établir que E u,(a) = 1 dx .
—Xx
n=0

3) On suppose que f(1) est non nul. On se propose d’établir que la série Z Uy,
diverge.

3.a Montrer que si f(1) > O alors il existe & €]0, 1[ tel que,

f(l) 1 an+1
v N n> n - .
e A Tl i

3.b Conclure.
4) Soit f la fonction définie par f(0) = 1, f(1) = 0, etsi x €]0, 1[ par

X
=0

4.a Montrer que f est continue sur [0, 1].

4.b Montrer que Z u, diverge.

5) Montrer que si f est €' sur [0, 17, la série Z u, converge si et seulement

si £(1) = 0.

1) Comme f est continue sur [0, 1], il existe une constante M telle que, pour tout

1
M
x € [0, 1] onait |f(x)| < M. Alors |u,| < M/ x"dx = T , etil en résulte
0 n

que la suite (u,) converge vers 0.
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2)On a
N N
“ 0 “ fx) “ o
gun(a):/o f(x) <§x>dx: ; :dx— ; ﬁdx.

Comme la fonction x — f(x)/(1 — x) est continue sur [0, a], il existe une
constante K telle que, pour tout x € [0, @] on ait | f(x)|/(1 — x) < K. Alors

a N+1 a K N+2
&dx < K/ Mlax < a . Il en résulte que la suite
o 1—x 0 N+2
a N+1 N
< f(lL a’x) converge vers 0. Donc la suite <Z un(a)) converge vers
0 -4 n=0
¢ f) Co - s
N dx . Ceci signifie que la série de terme général u,(a) converge et que
0 — X
+00 a
Z u,(a) = ZACY dx .
et o 1—x

1
3.a0na u, = u,(a)+ fo)x"dx .

Si f est continue et si jg(l) > 0, il existe alors & €]0, 1[ tel que ¢ < x < 1
implique £(1) — £(x) < f(1)/2. Alors f(x) > f(1)/2 et

1 1 D1 — a"!
u, > u,(a)+ % ) x"dx = u,(a)+ %ﬁ
o n+l
3.b La série de terme général u,,(«) converge, d’autre part ——— ~ — etla

n+1l n—+oon
série de terme général 1/n diverge.

D1— n+l
Alors la série de terme général u,(a) + & e

diverge, et par suite la série
2 n+l ge.ctp

de terme général u,, diverge.
Lorsque f(1) < 0, on applique ce qui précede a — f et le résultat subsiste.

4.a La fonction f est continue sur |0, 1[ comme quotient de fonctions continues.
Au voisinage de 0, on a In(1 — x) = —x + o(x), donc In(1 — x)/x tend vers —1 et il
en résulte que lin}) f(x) =1= f(0). La fonction f est continue en 0. Par ailleurs,

puisque In(1 — x) tend vers —oo lorsque x tend vers 1, on a lirr% fx)=0= f(1).
X—
La fonction f est continue en 1.

Finalement f est continue sur [0, 1].

xn+1

—1In(1 — x)
x — —In(1 —x) est croissante, on asur [0, 1 — 1/n] I'inégalité — In(1 —x) < Inn,
d’ou

1—-1/n n+l 1—1/n _n+l n+2
= Tl M dx:1<1—1> .
0 —1In(1 —x) 0 Inn (n+2)Inn n

1—1/n
4.b On a en particulier u, > / dx , et puisque la fonction
0
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Mais, par un calcul classique (voir ex 4.7), la suite (1 — 1/n)") converge vers 1/e,
donc

1 1 n+2 1
> — |1 — = ~ .
= (n+2)Inn < n> n—+oco enlnn

Comme la série de terme général 1/(n Inn) est une série de Bertrand divergente (voir
ex. 4.15), il en résulte que la série de terme général u,, diverge.
5) On écrit
e 1 woo SO ;
up = [ f(x"dx+ [ (f(x)— fD)x"dx =—=+ [ (f(x)— f()x"dx.

Puisque f est de classe €' sur [0, 1], la dérivée f’ est bornée sur cet intervalle, et
d’apres I’inégalité des accroissements finis, il existe une constante M telle que, quel
que soitx € [0, 1] onait | f(x) — f(1)| < M|x — 1]. Alors

1
1 1
<M l—x)x"dx =M | — — :
/0( x)x"dx <n+1 n+2>
1

1
/ (f(x) = fM)x"dx
0

La série de terme général > est une série télescopique convergente. Il en

n+l n+ 1
résulte que la série de terme général / (f(x) — f(1)x" dx converge absolument.
0

Par contre la série de terme général f(1)/(n+1) converge si et seulement si (1) = 0.
Donc la série de terme général u,, converge si et seulement si f(1) =0.

Exercice 4.34

Mines - Ponts PC 2006 , Centrale PC 2006 K

n —1/n?
Nature de la série de terme général u,, = [H ka] .
k=1
Indication de la rédaction : étudier la suite (Inu,) en comparant a une intégrale.
On pourra s’aider d’un dessin.

n
v .
Pour n € N*, on a lnu, = ——; avec v, = E 2k Ink. Comme la fonction
n
k=1
x — 2x Inx est croissante et positive sur [ 1, +co [, on a, lorsque k > 1, I'inégalité

k+1
/ 2xInx dx > 2klInk , ce qui donne en sommant
k

n n+l1
vnzz2klnk</l 2x Inxdx .
k=1
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Cette intégrale se calcule par parties, et ’on obtient

n+1 n+l n+l
/ 2xInxdx = [lenx} —/ xdx
1 1 1

(n+1)? 1

= 1)1 1) —
n+1)"In(n+1) 5 +2

2
= (n+1)»> <lnn+ln<1+l>> —n——n
n 2

1 2
= nzlnn+(2n+l)lnn+(n+1)21n<1+—>—%—n,
n
Alors
2n+ 1)1 1\? 1y 11
lnung—lnn—(’“-z) nn_(n+ > 1n<1+—>+—+—,
n n n 2 n
d’oil

1
Inu, > —lnn+§+0(1).

Et finalement

| -~ ﬁ.

u, = —e2

S

n—+00 N

La série de terme général u,, diverge donc par comparaison a la série harmonique.

Exercice 4.35

Mines - Ponts PC 2005 K

1
1) Montrer la convergence de la série de terme général (—1)" In <1 + > .
n

+o0
1
Onnote S = E (=1D"1In <1+—> .
n

n=1
2) Montrer que, pour n > 1, la somme partielle Sy, de la série peut s’écrire
2n + DI[2n)!T?

Sl et trouver sa limite en utilisant la formule de Stir-
n!

Szn =In
ling.

3) En déduire S.

1) Pour tout n € N*, posons u, = In(1 + 1/n). Il est clair que la suite (u,),> est
décroissante et converge vers 0. Alors la série de terme général (—1)"u,, est une série
alternée qui converge d’apres le critere de Leibniz. Sa somme S est en particulier la

2n
limite de la suite (Sy)n>1, 00 S = > (= Duy .
k=1
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2) En regroupant deux par deux les termes de S5,, on obtient

- - 2k + 1 2k
n = — _ = 1 —1
S kE:l(uzk Uzk—1) E ( N N 1>

k=1

k= D2k +1)
= In <H 26 )

k=1

n n
2n)! 2n + 1)(2n)!
En utilisant la relation E(2k -1 = % ,on a 11:[1(2k +1) = % ,
2n + D[2n)']?
donc S2n =In W
2n + D[C2n)']? 2n(2n/e)4"4n77 2

Mais, par la formule de Stirling, on a T e (0 ey na e 7

2
3)Onen déduitque S = lim S, =In—.

n—-+o00 T



Espaces vectoriels normes

__4

5.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

5.1.1 Normes

Soit E un espace vectoriel sur K (= R ou C).

e On appelle norme sur E toute application N : E — R™ telle que :
(1) Vx € E, (N (x) =0 = x = 0) (séparation)

(i) Vx € E, VYA € K, N (Ax) = |A| N (x) (homogénéité)

1) V(x,y) € E27 N (x +y) < N (x)+ N (y) (inégalité triangulaire)
On dit alors que le couple (E, N) est un espace vectoriel normé.

La norme d’un élément x de E est souvent notée ||x|| .

e Exemples de normes classiques

1) Normes standard de K" (n € N¥). Pour tout x = (x1,--- , x,) € K", on pose
n n
JR— . —_— 2 . JE—
il =2l el = | ol vl = ma, (i)

On définit ainsi trois normes sur K”.

2) Soit (E , ( |- )) un espace préhilbertien réel ou complexe, alors 1’application

||l - x = [|x|| = y/ (x |x ) est une norme sur E appelée norme euclidienne.

3) Soit (a,b) € R? tel que a < b etsoit E = € ([a,b],K). On pose pour tout
fEeE:

b b
wm:/Wﬂmm wmzwame t Ifl= sup £

On définit ainsi trois normes sur E.

« Inégalités triangulaires : Soit (E, |- ||) un espace vectoriel normé. Pour tout
(x,y) € Ex onal|lx[| = [[ylll < lx +y[l < [lx[| + Iy -

e Vocabulaire : Soienta € E et r > 0. On appelle
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5.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

o boule ouverte de centre a et de rayon r 1’ensemble
B(a,r)={x € E,||x—al| <r}.
o boule fermée de centre a et de rayon r I’ensemble
Br(a,r)={x € E,||x —a| <r}.
o sphere de centre a et de rayon r I’ensemble

Sa,r)y={x€E,||x—al=r}.

o On appelle boule ouverte (resp. boule fermée, sphere) unité I’ensemble B (0, 1)
(resp. By (0,1), S(0,1)).

Remarque
Une boule est un ensemble convexe.

Ecole de l'Air PC 2005
Montrer que N, définie sur R* par N(x,y) = max (|x|,|y|,[x — y|), est une
norme sur R?. Représenter la boule unité ouverte.

N est bien définie et & valeurs dans R*. Pour tout (x, y) € R ettout A € R, on a
N (Ax, y)) = max (|Ax[, [Ay[, [AGx = y)]) = |[A| N (x, ).

Deplus N(x,y) =0 x=y=x—-—y=0% (x,y) = (0,0).
Montrons enfin I’inégalité triangulaire. Soient (x, y) et (x’, y') dans R.

N(Gx, )+, y) =max (Jx + x|, [y + Y[, [(x +x) = (y +)')]) -
Ona e+ <l X Ly + 3 <Ly + 1Y
et |(x+x") = (y+y)| <l —y]+[]x" =)'
Donc |x +x'[, |y +y'| et |(x +x') — (y + ') | sont majorés par
max ([x|, [y[, [x — y[) +max (|x'], [y'], |x" = ') = N, ») + NG, ),

d’olt N((x,y) +(x',y)) < N(x,y) + N(x', ).
Le couple (x, y) est dans la boule unité si et seulement si max(|x|,|y|, [x — y|) < 1
c’est-a-dire si et seulement si |x| < 1, Ainsi |y| < let|x — y| < 1.

BO,)={(x,»eR*||x| <1, |y[<let|x—y|<1}.
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On obtient la figure suivante :

e

5.1.2 Suites convergentes, Normes équivalentes

« Suites convergentes : Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé et soit (x,), >0
une suite d’éléments de E.

On dit que la suite (x,) est convergente lorsqu’il existe £ € E telle que la suite
réelle (||x, — £]|), converge vers 0, c’est-a-dire si et seulement si :

Ve >0,3dnoeN, Vn e N, n > no=|x, — | <e.

Un tel vecteur £ est alors unique. On dit que la suite (x,,) converge vers £ ou encore
que ¢ est la limite de la suite (x,), et onnote : lim x, = £.

n—+oo
e Normes équivalentes
o Soit E un espace vectoriel sur K, N; et N, deux normes sur E.
Les propositions suivantes sont équivalentes :
(M ilexistea >0et B8 > Otelsque Vx € E, aN; (x) < N2 (x) < BN; (x);
(ii) toute suite de E convergeant vers O pour N; converge vers O pour Ny, et vice
versa.
On dit dans ces conditions que Ny et N, sont équivalentes.
o Si E est de dimension finie, alors toutes les normes définies sur £ sont équiva-

lentes. Par exemple, on a pour tout x € K"
¥l oo < Ml < 7 llxllogs ¥ lloe < llxlly < Vo llxllo et lx]ly < flxfly < Vol

En pratique on se place dans une base Z = (ey,...,e,). Un vecteur x de E est
alors défini par ses coordonnées dans la base . Soit (x,,) une suite d’éléments
p

de E, avec x, = an’iei. Pour que la suite (x,) soit convergente, de limite
i=1
p
! = Z&-, il faut et il suffit que chacune des suites numériques (x,.;),>0 SOit
i=1
convergente, de limite ¢;. Il est inutile de préciser la norme choisie.
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5.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation a

o Remarque Cela n’est plus vrai en dimension infinie, on montre par exemple
que les trois normes classiques || - ||, , || ||, et || ||, ne sont pas équivalentes sur
% ([a,b],K).

On considere les matrices
1

S = O

2 1 0
A=1] 0 et B=| 0 —1
0 0

0

o W o
W= o o

1) Montrer que la suite (A"),en+ converge et déterminer sa limite.

2) Montrer que la suite (B"),cn+ diverge.
Indication pour la question 2 : Calculer B et B>.

1
o 0 0
3 n
1. Pour tout n € N*, A" = 0 (§> 0 . Chacun des coefficients tend
1
0 0 e
vers 0 lorsque n tend vers +oo donc la suite (A"),cn+ converge vers la matrice
nulle.
1 0 O
2. On calcule comme indiqué B>=| 0 1 —1 | etB®=B.
00 O
On a pour tout k € N*, B**! = B et B* = B2 Donc les suites extraites

(an)neN* et (Bz”“)neN convergent vers des limites différentes (B et Bz)7 donc la
suite (B"),en+ n’est pas convergente.

1 0 0
On considere la matrice A = -2 3 1
4 —4 -1

1
Etablir que (A — I3)*> = 03. En déduire A”. Montrer que la suite (—A")
n neN*

converge et déterminer sa limite.
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Un simple calcul méne 2 (A — I3)> = 0. Onade plus A = I3 + (A — I3), et on
déduit de la formule du bindme que Vn € N A" = I; + n(A — I3). On a donc

1 1
-A"=A-10--); — A-1L.
n n n—+00

Pour montrer que deux normes N et N, ne sont pas équivalentes, on construit une

Ni(x,)

suite (x,) d’éléments de E telle que M) tend vers 0 ou +o0o. Dans la pratique,
2(Xn
on choisit la suite (x,) telle que, pour tout n € N, Ny(x,) = 1 (ou Ny(x,) = 1).

Centrale PSI 2007, 2006

Soit E = €°([0,1],R). Sia € [0, 1] et f € E, onpose No(f) = sup |f|+/ | fl -
[a,1] 0

1) Montrer que N, est une norme sur E.

2) Etant donnés a et B tels que 0 < a < B < 1, on se propose de montrer que les
normes N, et Ng ne sont pas équivalentes. Pour cela on pose pour tout n € N*,

o . . . (oo
, et on introduit la fonction f,, définie par

Yn =+

0 si0 <x <a,
— +

2x « s1a<x<a27n,

Vo —

Vx € [0,1], fulx)= nX—)’n a+ 7y,

-2 si <X < VYoo
YV — @& 2

0 siy, <x <1

2.a) Tracer le graphe de f, et vérifier que f, € E.
2.b) Calculer N,(f,) et Ng(f,) et conclure.

1) On vérifie facilement que No(Af) = |[A| No(f) et No(f + g) < Nuo(f) + Na(g)
pour tout (f,g) € E>et A € R.

De plus, N,(f) = sup|f|+/ |f|—Osietseulementsisup]f\:06‘[/ |f| =0.
[a,1] 0

/

D’une part, sup | f| = 0 entraine f(x) = 0 pour tout x € [a,1]. D’autre part,
[a,1]

/ |f| = 0et|f]| est continue et positive sur [0, «], donc f est nulle sur [0, a].
0

Finalement f est nulle sur [0, 1]. Donc N, est une norme sur E.
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2.a) La fonction f;, est une fonction affine par morceaux sur le segment [0, 1], et on
voit a I’aide de son graphe qu’elle est continue. C’est donc un élément de E (il est
vivement conseillé de tracer effectivement son graphe !)

On vérifie géométriquement que N,(f,) = 1 et que Ng(f,) = )’nz— * - B 2_ “
n

(c’est Iaire du triangle !). La suite ( f,,) converge vers la fonction nulle pour la norme
Npg, mais pas pour la norme N, . Les deux normes ne sont pas équivalentes.

(Trés proche de INT PC 2005, Mines-Ponts MP 2007) K
Soit E = {f € €'([0, 1],R)}. On pose pour tout f € E,

1
N(f) = \/\f(0)12+/0 | f7(0)] dr.

1) Montrer que ./ est une norme euclidienne sur E.

2) Etablir que pour tout f € E, || f|loo < V2A4(f).

3) Montrer que les normes ||.||o et .#" ne sont pas équivalentes.
Indication de I’examinateur : utiliser la suite de terme général f,(x) = x".

1. Compte tenu de I’expression de la norme, on est conduit a penser a une norme

1
euclidienne. Introduisons ® : (f, g) € E? — £(0)g(0) +/ (g (t)dt.
0

Il est clair que ® est une forme bilinéaire symétrique et positive. Montrons qu’elle
est définie. Soit f un élément de E tel que ®(f, f) = 0. On a alors

1 1
CI>(f,f)=|f(0)|2+/0 |f’(t)|2dt=0:>f(0)=06t/0 [f/@®)de =o.

2 o .
Comme ¢ — | f/(1)|” est positive et continue sur [0, 1], f est nulle sur [0, 1] donc
f est constante, et donc nulle puisque f(0) = 0.

Ainsi, ® est un produit scalaire et .4 est la norme euclidienne associée.
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2. On pense assez naturellement a écrire que pour tout ¢ € [0, 1],

f(t)=f(0)+/0 f(wydu.

11 vient alors,

t 1
£ < 17O+ / £/ du < [ FO)] + / o) du.
1

On sait que pour a et b réels, on a ab < —=(a*> + b*) , et on en déduit que

2
1

(a +b)* < 2(a* + b?). 1l vient alors, en posant a = | f(0)| et b = / | f/(®)] dt,
0

1 2 1 2
(‘f(o)"“/ ’f’(f)df> <2 [rof+ (/ |f/(l)|df>
0 0

D’autre part on a, d’apres 1’inégalité de Cauchy-Schwarz,

1 2 1 1 1
(/ If’(t)ldt) </ dt-/ f’(t)zdt:/ f/@)dr .
0 0 0 0

1 1
D’ol | £(0)| +/ |f(0)]dr < ﬁ\/]f(0)12+/ | f/(t)|* dr, et donc pour tout
0 0
1 €0, 11, [f(O)] < V2H(f),, 0 || flloo < V2AH(S).

Remarque de la rédaction

On peut vérifier que V2 est la plus petite des constantes réelles K telle que

| flloe < V24(f) pour toute fonction f € E. On aen effet || f||oo = V24(f)
lorsqu’ on prend pour f la fonction définie par f(¢) = 1 +1¢.

3. Utilisons la suite de fonctions de I’énoncé : pour n > 1, ona || f,| ., = 1 et

N (fn) = ~ " Ona lim A ) = " = +00. Les normes ne sont

2n — 1 n—+00 ||fn||oo \/2n— 1

pas équivalentes (car il n’existe pas de constante C > 0 telle que pour tout f € E,
A (f) < C| flloo-
Sinon, on aurait en prenant f = g,, pour toutn € N, 4 (g,) < C|| g,,||oo donc

R
V2

< 0, ce qui est absurde.

Partie bornée

Soit A une partie non vide de E.
e Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe M € 10, +oo[ tel que pour tout x € A, ||x|| < M ;
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(i) il existe a € E etr € 0,+o0[ tels que A C By (a,r).

On dit alors que A est une partiec bornée de E.

¢ Pour montrer qu’une partie A n’est pas bornée, on peut exhiber une suite (x;,),
d’éléments de A telle que

lim ||x,|| = +oo.
n—+00

Les ensembles suivants sont-ils bornés ?
A = {xsinx | x € R}, B = {(x,y) € R* | x* +xy+y* = 1} et
C={(x,y) eR*|x* =y’ =1}.

1 . - T
e Pour I’ensemble A, on peut considérer la suite (u,) définie par u, = 0} + 2nm,

n € N.
. m y .
Onax, =u,sinu, = > +2n7m — +o0o donc A n’est pas bornée.

n—+oo
e B est I’ensemble des points d’une conique. Il est facile de voir qu’il s’agit d’une
ellipse (voir réduction des coniques) donc que B est bornée. On peut aussi le montrer

2.3
directement en écrivant : x> +xy + y* = (x + X) + =y? donc

2 4
(x,y)€B<:>(x+%>2+%y2:1
Onad’une part: (x,y) € B = §y2<1 = |y| < i,etd’autrepart:
4 V3
(x,y)€B = (x+%)2<1:> —1<x+%<1
S P S
V3 V3 /3

1
donc ||(x, y)||lcc < 1+ —= et donc B est bornée.

V3

o C est ’ensemble des points d’une hyperbole donc il n’est pas borné. On peut utiliser
la paramétrisation classique x = cht et y = sh¢ pour construire une suite de norme
tendant vers +o0o. On peut par exemple prendre, (x,, y,) = (chn,shn) € C.

On a ||(xn, y»)|| oo =chn — +oo donc C n’est pas bornée.
n—+0o0
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5.1.3 Applications lipschitziennes

e Soient (E,||-||;) et (F, ||| ) deux espaces vectoriels normés, A C E et f
une application de A dans F.

o On dit que f est lipschitzienne de rapport A sur A lorsque
V(x,y) € A% F ) = fFOllp <Allx =yl

o On dit que f est lipschitzienne lorsqu’il existe A € R* tel que f est
A—lipschitzienne.
o Exemple : I’application || - || : E — R est 1-lipschitzienne.

oRemarque : Souvent les exercices de concours sur les fonctions lipschitziennes
portent sur les fonctions réelles d’une variable réelle (voir notre livre d’ Analyse
de premiere année chapitre 11 paragraphe 11.5 et chapitre 14 paragraphe 14.3).

Soit (a,b) € R? avec a < b et soit E = % ([a,b],K) muni des normes clas-

b b
siques || /1], =/ |f(0)]dr, ||f||2=\// [fOf dret]| £l = ;Elpb]lf(t)!-

b
Montrer que I’application f € E — ®(f) = / f (t)dt € K est lipschitzienne

a
pour chacune des normes || - ||, , || ||, et || - || -

Il est clair que @ est un endomorphisme de 1’espace vectoriel E.
Soit (f,g) € E>.Ona

b b
B(f) — B(g)| = /(f—g)(t)dt </ (f — 9l de = | f — gll,

<b-a)yx sup [(f - =Cb-a)|f—¢gll-
t€la,b]

Mais aussi, d’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

b b
/ (f —)0)dr| < Vb —a\// (f =) dt=vVb—alf—gl,-

Donc @ est 1-lipschitzienne pour la norme ||-||,, (b — a) —lipschitzienne pour la
norme || - || et /b — a—lipschitzienne pour la norme || - ||,.
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5.1.4 Topologie des espaces vectoriels normés de dimension finie

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et soit A C E.

¢ Ouverts
o On dit que A est un ouvert de E lorsque tout point de A est le centre d’une
boule ouverte contenue dans A, autrement dit

VYa € A, 3r € 10,+o0[ | B(a,r) C A.

o Exemples d’ouverts &, E, une boule ouverte sont des ouverts de E.

¢ Fermés
o On dit que A est un fermé de E lorsque son complémentaire E \ A est un ouvert
de E.

o Exemples de fermés &, E, toute boule fermée sont des fermés de E.
¢ Réunion et intersection d’ouverts ou de fermés

(i) Toute réunion d’ouverts de E est un ouvert de E.

(i1) Toute intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E.

(ii1) Toute intersection de fermés de E est un fermé de E.

(iv) Toute réunion finie de fermés de E est un fermé de E.

¢ Point adhérent : soit A une partie non vide de E et soit x € E.

o On dit x est un point adhérent a A lorsque toute boule ouverte de centre x
rencontre A, ¢’est-a-dire Vr > 0, B(x,r) N A # @.

Exemple Tout point de A est un point adhérent a A.

o Caractérisation séquentielle d’un point adhérent (filiere PSI uniquement)
x est un point adhérent a A si et seulement si x est limite d’une suite d’éléments
de A.

¢ Point intérieur (filiere PSI uniquement)

Soit @ € A, on dit que a est un point intérieur a A lorsqu’il existe une boule
ouverte de centre a incluse dans A, c’est-a-dire 3 > 0 tel que B(a,r) C A.

Soit E un espace vectoriel normé et soit A un sous-espace vectoriel de E.
1) Montrer que si A est un ouvert, alors A = E.
2) Montrer que s’il existea € A etr > 0 tel que B(a,r) C A, alors A = E.

1) Il est clair que A C E. Il reste 2 montrer que £ C A. Comme A est ouvert
et O € A, il existe r > 0 tel que B(Og,r) C A. Soit x € E \ {Og}, il existe

A > 0Otelque A x € B(Og,r) C A. 1l suffit de prendre A = car alors

-
2|x|
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A x|| = ﬁ lx]| = % < r. Puisque A est un sous-espace vectoriel et A x € A,

1
alors x = X(/\x) € A.

2) Soit x € E tel que x # a. Montrons que x € A. Ennotant y = a+ || (x—a),

,
2|x—a

on a alors |y —af| = < rdoncy € B(a, r)etdonc y € A. Comme

[NSR ]

a et y appartiennent a A et A est un sous-espace vectoriel, il en résulte que

2 —
o 2lx—al
r

X — y—a)e Apuisx = (x —a)+a € A,d’ou E C A.

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie 7.

1) Soit A un sous-espace vectoriel de E. Montrer que A est fermé (on pourra soit
utiliser une base bien choisie de E, soit utiliser un produit scalaire sur E).

2) Montrer que E est le seul sous-espace vectoriel de E qui soit aussi ouvert.

1)Si A = E, alors il n’y a rien a démontrer. On suppose que A est un sous-espace
vectoriel strict de E. On va montrer que E \ A est un ouvert.

¢ Premiere solution : soit 4 = (ey, ..., e,) une base de A. Il existe (e 1, . . . €,) tel
n
que (eq, ... ,e,) soitune base de E. Onnote B = Vect(epy1,...,e,). Six = inei,
i=1
on pose ||x||cc = sup |x;|. On a ainsi défini une norme sur E. Soit x € E \ A, il
i=1,..,n

n
existe (a,b) € A X Bavecb # 0,telque x = a+b. Onnote b = Z b;e;, et on

i=p+1

pose a = @ Le réel a est strictement positif car b # 0. De plus, il existe un indice
io € {p+1,...,n}telque |b;| = ||b]|. Siy € B(x,a),alors y = x+u avec ||u|| < a.
Notamment la composante iy de y vaut by, + u;, et |b;, + u;,| = |bi,| — |uiy| > /2.
Le vecteur y n’appartient pas a A (il a une composante non nulle sur B). La boule
B(x, @) ne rencontre pas A, ce qui signifie qu’elle est incluse dans E \ A. Donc E \ A
est un ouvert de E et A un fermé de E.

e Seconde solution : on munit E d’un produit scalaire et soit ||.|| 1a norme euclidienne

L
associée. Puisque E est de dimension finie,ona E = AGA~L. Soitx € E\A. Il existe
(a,b) € Ax At telque x = a+betb # 0.1l en résulte que ||x —al| = ||b|| > ||b]|/2.
Montrons que la boule B(x, ||b||/2) est incluse dans E \ A. Soita € A’. On a

2
b
x —d =a—a +b et par Pythagore, |x — a'|* = |la — a'| + ||b||* > <H7H>
donc B(x,||b||/2) C E\ A.
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On vient de montrer que tout élément de E \ A est le centre d’une boule ouverte
contenue dans E \ A, donc E \ A est un ouvert de F et par conséquent A est un
fermé de E.

2) D’apres la question 1) de I’exercice précédent, E est le seul sous-espace de E qui
soit aussi ouvert.

Exercice 5.10

Mines-Ponts PC 2005, extrait

Soient A et B deux parties d’un espace vectoriel normé E.
Onpose A+ B={x € E|x=a+bou(a,b) € Ax B}.

En remarquant que A + B = U (A + b), montrer que la somme d’une partie

bEB
quelconque et d’un ouvert est un ouvert.

Supposons que A est un ouvert.

e Soit b € B, montrons que A + b est un ouvert.

Soit ¢ € A + b alors il existe ayp € A tel que ¢ = agp + b. Puisque A est ouvert, il
existe r € ]0;+oo[ tel que B(ag,r) C A. Donc B(ag,r) +b C A + b. Démontrons
que B(ag,r)+b = B(ag + b,r). Il en découlera que B(ag + b,r) = B(c,r) C A+b
et donc que A + b est un ouvert de E.

Pour montrer I’égalité des ensembles, il suffit d’écrire les équivalences

Zz€ Blap+b,r) & |ap+b—z||<r<llag—(Gz-b)||<r
& z—b € B(ag,r) < z € b+ B(ayg,r)

e Puisque, pour tout b € B, A + b est un ouvert, ’ensemble A + B = U (A +Db)est
beB
ouvert en tant que réunion d’ouverts.

Caractérisation séquentielle des fermés

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie sur K et soit A une partie
de E.

La partie A est un fermé de FE si et seulement si toute suite d’éléments de A qui
converge dans E, a sa limite dans A.

Cette caractérisation tres utile ne figure qu’au programme de la filiere PSI, cepen-
dant elle est si utile et naturelle que de nombreux examinateurs aux concours PC
lutilisent.
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Exercice 5.11

Montrer la caractérisation séquentielle des fermés (question de cours pour les
PSI, effectuer des raisonnements pas 1’absurde).

e Soit A un fermé de E. On se donne une suite (x,) d’éléments de A convergeant
vers ¢ € E. Montrons que £ € A en raisonnant par 1’absurde.

Supposons donc ¢ ¢ A c’est-a-dire / € E \ A. Comme E \ A est par définition un
ouvert, il existe r > 0 tel que B({,r) C E \ A.

Mais comme lim x, = ¢, il existe un ng € N tel que pour toutn > ng, x, € B¢, r)

n—+oo

ce qui est contradictoire avec le fait que x,, € A.
e Supposons que toute suite a valeurs dans A convergente a sa limite dans A et
montrons que A est un fermé c’est-a-dire que E \ A est un ouvert en raisonnant
encore par 1’absurde.
Supposons que E \ A n’est pas un ouvert c’est-a-dire que 1’on n’a pas

Vx e E\A, Ir >0,B(x,r) CE\A,
ce qui s’écrit 3x € E \ A, Vr > 0,B(x,r) ¢ E \ A, ce qui revient a dire
dx € E\ A, Vr >0, B(x,r) N A # @. En particulier, en choisissant des réels r de

1 . .
la forme . ou n € N*, on construit une suite (x,),en- telle que pour tout n € N*,

1 1
X, € B(x,—)etx, € A. De |[x —x,|| < —, on déduit que lim x, = x. Par
n n

n—+0o0o

hypothése x € A ce qui est contradictoire avec x € E \ A.

5.1.5 Limite de fonctions, continuité

Soient (E, ||-||) et (F,||-||) deux espaces vectoriels normés. Soit A une partie
non vide de E et soit f : A — F.

e Limite Soit a un point adhérenta Aetb € F.
o On dit que f admet pour limite b en a et on écrit  lim A f (x) = b lorsque

xX—a,xe

Ve>0,3a>0,Vx €A, |lx —al,<a=|fx)—Db||,<e

Remarque
La limite dépend des normes considérées sur E ou sur F' (sauf si on remplace
une norme par une norme équivalente).

o Caractérisation séquentielle de la limite

lim A f (x) = b si et seulement si pour toute suite (x;),cy d’éléments de A
xX—a,xe

convergeant vers a, la suite (f (xx)); <y converge vers b.
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e Continuité

o On dit que f est continue ena € A lorsque lim B fx)= f(a).
X—a,xe

o On dit que f est continue sur A lorsque f est continue en tout point de A.

o Cas particulier important : lorsque F est de dimension finieet 8 = (ey, - - - , ey,)

n
est une base de F. En notant pour tout x € A, f(x) = Z fi (x) e;, alors f est
i=1
continue en a € A (resp. sur A ) si et seulement si pour tout i € [1,n]], f; est
continue en a (resp. sur A ).

o Caractérisation séquentielle de la continuité

La fonction f est continue en a € A si et seulement si pour toute suite (x);cy
d’éléments de A convergeant vers a, la suite (f (xi)), ey converge vers f(a).

¢ Si f est lipschitzienne sur A, alors f est continue sur A.

Remarque

Bien entendu, la réciproque est fausse.Par exemple, la fonction x — x? est
continue sur [0, +oo[, mais n’est pas lipschitzienne sur [0, +o0ol.

X
L application définie sur R* \ {(0,0,0)} par f(X) = TXIh X admet-elle une
2

limite au point (0, 0,0) ?
On rappelle que si X = (x,y,z), alors || X ||, = /x2 + y? + 22,

1 1

Pour tout n € N*, posons U, = (—,0,0) et V, = (0, —,0). On a U, — (0,0,0) et
n n

V., — (0,0,0) alors que

fU) = =100 — (1,00
fV) = 0120 — ©,1,0

Donc la fonction n’a pas de limite en (0, 0, 0).

Soit p € N*. Montrer que I’application définie sur R” (muni d’une norme || ||)

par
1 osiflx|| > 1

X) =
70 {0 sif|X| < 1

n’est continue en aucun vecteur U tel que ||U|| = 1.
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Soit U € R” tel que ||U|| = 1 et soit (U,),> la suite telle que U, = %U. On
n

al||U,| = " |U|| = " < 1 donc f(U,) = 0 pour tout n € N. Par ailleurs
n+l1 n+1
U, —U| = ?HUH — 0 lorsque n tend vers + oo. Ainsi la suite (U,) converge
n

vers U mais la suite ( f(U,)) ne converge pas vers f(U) .

Exercice 5.14

Etudier la continuité des applications définies sur R? par

x3

Flr= ey T S92 00
0 si(x,y)=1(0,0).
2

X 2,..2 .
et g(x y) = mex N o (X7 y) 7& (070)

0 si(x,y) = (0,0).

Indication : il est souvent utile dans ce genre d’exercice de passer en coordonnées
polaires. Pour tout (x, y) € R?, il existe (r, 0) € R* x R tel que x = rcosf et
y = rsin @ (le réel r est alors la norme euclidienne de (x, y)). Si on peut trouver
une fonction & telle que | f(r cos 8, rsinf) — f(0,0)| < h(r) et }gl}) h(r) = 0,

alors f est continue en (0, 0).

Les fonctions f et g sont continues sur R? \ {(0,0)} comme composée, somme,
produit et quotient de fonctions continues. Etudions la continuité en (0, 0).

Pour tout (x,y) € R? il existe (r,0) € R* x R tel que x = rcosf et y = rsiné.
Nous avons alors

f(x,y) =rcos’ 0 x e et g(x,y) = cos® 0 x e

Ona|f(x,y)| < re” — 0 quand r — 0, donc f est continue au point (0, 0). Elle

est donc continue sur R?. .

La limite de la fonction r +— cos®>@e¢” lorsque r tend vers 0 dépend de 6,

donc la fonction g ne peut pas avoir de limite unique en (0,0). Par exemple,
1,0

1
g(x,0) = e et glx,x) = = — = =# 1. Donc la fonction g n’est pas
X—0 2 x;»O 2

continue en (0, 0).
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5.1.6 Image réciproque d'un ouvert ou d'un fermé
par une application continue (filiére PSI uniquement )

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Si f : E — K est une
application continue sur E, alors I’image réciproque par f d’un ouvert (resp.
fermé) de K est un ouvert (resp. fermé) de E.

Ce théoréme permet de reconnaitre facilement des ensembles ouverts ou fermés.

1) Soient E est un espace vectoriel normé de dimension finie, f : E — R une
application continue et a € R. Dire si les ensembles suivants sont ouverts ou
fermés :

A={x€E|f(x)=a},B={x € E|f(x)<a},C={x € E| f(x)#a},
D={x€c€E|f(x)<a}.
2) Montrer que GL,, (K) est ouvert dans ., (K).

3) Soit f une fonction continue de R dans R. Montrer que son graphe
G = {(x, f(x)) | x € R} est fermé dans R>.

1. A={x € E|f(x)=a} = f'({a}) est "image réciproque d’un fermé par une
application continue. Il est donc fermé.
Deméme B = {x € E| f(x) <a} = f~'(] — 00, a)) est fermé.
C = {x€E|f(x)#a} = f'(R\ {a}) est I'image réciproque d’un
ouvert par une application continue. C’est donc une partie onverte. De méme
{x € E| f(x) <a}= f~'(0— oo,al) est une partie ouverte de E.

2. GL, (K) est un ouvert de ., (K) car c’est I'image réciproque de I’ouvert K* par
I’application M +— det (M) qui est continue. (C’est une fonction polyndmiale des
coefficients de M).

3. La courbe représentative de f dans R” est un fermé de R? car c’est I'image réci-
proque de {0} par I’application continue (x, y) — y — f (x).

5.1.7 Applications linéaires continues, normes subordonnées,
applications bilinéaires

Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels de dimension finie.

e Toute application linéaire u € Z(E, F) est continue. De plus, il existe M > 0
tel que pour tout x € E, |lu(x)|| < M ||x]| 5.



% Chap. 5. Espaces vectoriels normés

e Toute application bilinéaire B de E x F dans G est continue. De plus, il existe
M > 0 tel que pour tout (x,y) € E x F, ||B(x,y)|g < M ||x]|z [|] 7

Exercice 5.16

Soit (A, B) € #,(K)* et soit (M »)pen une suite de .#,(K) qui converge vers
M. Montrer que la suite (AM, B),cn converge vers AM B.

L’application qui a X € .#,(K) associe AXB € .,(K) est linéaire, elle est donc
continue. Il en résulte que A < lim M, > B =AMB.

p—+00

Exercice 5.17

Soit (E, ||.]|) un K-espace vectoriel normé de dimension finie, et F un sous-
espace vectoriel de E.

1) Montrer que F est fermé. On pourra considérer un supplémentaire G de F et
la projection vectorielle sur G parallelement a F.
2) Soit xg un élément de E. Montrer que le sous-espace affine A = xy + F est
fermé.

1) Démonstration pour la filiere PC : nous allons démontrer que le complémentaire
de F est ouvert, c’est-a-dire que pour tout élément a qui n’appartient pas a F, il existe
une boule ouverte de centre a qui ne rencontre pas F. Utilisons I’indication : soit G
un supplémentaire de F, et soit p le projecteur sur G, parallelement a F. Si a est
un élément de E qui n’appartient pas a F, alors b = p(a) # Og. Puisque p est une
application linéaire, on sait qu’il existe M € ]Ri tel que ||p(x — y)|| < M||x — y||
pour tout (x,y) € E2. En particulier, avec x = aety € F,ona p(a — y) = b et

donc ||b]| < M|la—y||.Onadonc |ja—y| > "y pour tout y € F, ce qui démontre

que la boule ouverte de centre a et de rayon —- ne rencontre pas F.
Démonstration pour la filiere PSI : soit G un supplémentaire de F et p la projection
sur F parallelement & G. On sait que F = {x € E,p(x) = x}. On considére
I’application ¢ définie sur E, par ¢(x) = ||x — p(x)||. Comme E est de dimension
finie, I’application linéaire x — x — p(x) est continue sur E. En outre, la norme est
application continue (car 1-lipschitzienne), donc ¢ est continue sur E. Le singleton
{0} est fermé dans R, donc F = ¢~ '({0}) est un fermé de E.

2) Si a est un élément de E qui n’appartient pas a A, a — xo n’appartient pas a F', et
on a démontré dans la question précédente qu’il existe une boule ouverte de centre
a — xp et de rayon r qui ne rencontre pas F. Mais alors la boule ouverte translatée,
de centre a et de rayon r ne rencontre pas A. Le sous-espace affine A est donc fermé.
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5.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

5.1.8 Suites de Cauchy (filiére PSI uniquement)

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé de dimension finie et (x,),cy une suite
d’éléments dans E.

¢ On dit que la suite (x,) est de Cauchy lorsque :
Ve>0,aNeNVneNVpeN,(m>Netp > N)=|x, —x,| <

¢ Une suite (x,) est de Cauchy si et seulement si elle est convergente.

Exercice 5.18

Mines-Ponts PSI 2004

. . . 1
Soit (u,),en+ une suite réelle vérifiant Vo € N*| |u,y — u,| < - (tp)nen est-

elle une suite de Cauchy ?

n—1

! ! t 0
- —pourn =2etu; =0.
2k—lkp 1

Pas nécessairement, on peut le voir en posant u,, =

1 1 . . . ..
On a |uy4 —uy| = =— < — pour n € N* mais la suite (u,),en- diverge (série
n n

harmonique) donc elle ne peut pas étre de Cauchy sinon elle convergerait.

5.1.9 Compacité

Soit (E, || -]|) un espace vectoriel normé de dimension finie, et soit A une partie
non vide de E.

¢ On dit que la partie A est un compact de E lorsqu’elle est fermée et bornée.

e Image d’un compact par une application continue

o Soit F un espace vectoriel de dimension finie et soit f une application de A
dans F. Si A est un compact de E et si f est continue sur A, alors f(A) est un
compact de F.

o Cas particulier tres important des fonctions a valeurs réelles

Si A estun compactde E etsi f : A — R est continue sur A, alors f est bornée
et atteint ses bornes : plus précisément il existe c et d dans A, tels que

sup f(x) = f(c) et inf f(x)= f(d).

XEA

Ce résultat est utilisé pour la recherche d’extremum, voir chapitre 14.
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Exercice 5.19

Les ensembles A = {(x,y) € R*, y = xsinx et |y| < 1} et B = {(x,y) € R?,
x24+xy+y° < 1} sont-ils des compacts de E ?

o La suite ((x,, y,)) = ((2nm,0)) € A montre que A n’est pas borné, donc I’ensemble
A n’est pas compact.

Remarque pour la filiére PSI

L’ensemble A est fermé, en tant qu’intersection du fermé {(x,xsinx),x € R}
(voir exercice 5.15] et du fermé R x [—1, 1].

¢ Pour montrer que I’ensemble B est fermé, on peut utiliser la caractérisation séquen-
tielle d’un fermé (voir exercice 5.11), ou bien remarquer que B = <I)_1(] — 00, 1])
ot @ est I’application continue définie sur R? par ®(x, y) = x>+ xy + y*. Il est aussi

1 2
borné (voir exercice 5.6 page 101, [x| < 1+ — et < ——=) donc B est compact.
pag x| 7 M 7 p

(C’est le domaine limité par une ellipse.)

Exercice 5.20

Soit n > 2. Montrer que I’ensemble des matrices orthogonales &, (R) est un
compact de ., (R).

Indication : On rappelle que &, (R) est I’ensemble des matrices M telles que
"MM = 1,.

Soit une suite (My)ren € O, (]R)N convergeant vers M. On déduit de la continuité de
I’application M — ‘M M sur .#,(R), que ' M; M, L "M M. Or, pour tout k € N,
—+00

"MyMy = I, donc ' MM = 1I,.

L’ensemble &, (R) est stable par limite, donc &, (R) est un fermé de .#, (R)
(voir exercice 5.11 p.105). De plus, tous les coefficients d’une matrice orthogonale
sont dans [—1,1] (car les colonnes sont de norme 1 pour la norme euclidienne
usuelle) donc, en considérant la norme || || définie pour tout M = (m; ;) par
M|, = sup|m; |, il vient pour tout M € 0, (R), |[M|,, < 1 donc O, (R) est

i)j
un ensemble borné de .#, (R) (pour n’importe quelle norme car elles sont toutes

équivalentes) donc &, (R) est un compact de ., (R) .

Soit K un compact d’un espace vectoriel normé E de dimension finie. Pour
x € E,onnote d(x,K) = kln1f< l|lx — k|| .
€

Montrer qu’il existe kg € K tel que d(x, K) = ||x — ko] -



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

5.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

L application k € K — ||x — k|| est continue sur le compact K donc est bornée
et atteint ses bornes. En particulier, la borne inférieure est atteinte et il existe donc
ko € K tel que d(x, K) = [|x — ko]

5.1.10 Norme subordonnée (spécifique a la filiére PSI)

La notion de norme subordonnée est spécifique a la filiere PSI. Elle est cependant
[’objet de nombreux exercices et problemes de concours dans la filiere PC. L’encart
suivant, destiné aux étudiants de la filiere PSI pourra donc étre lu avec profit par les
étudiants de le filiere PC.

e Soitu € Z(E, F). On définit
u(x)
lelll = sup u@lly = sup [uGo)]y = sup 1Ol
xll ;<1 llx]l =1 w20 |1xllg
On montre que
[|ul]] = min{M >0 | Vx € E, |[u(x)|[r < M||x||£}.

e L’application u + |||u||| est une norme pour .Z(E, F), on I’appelle norme
subordonnée de u (relative a ||- || ; et || - || ), ou encore norme triple de u.

e S’il existe K > 0 tel que Vx € E ||u(x)|| < K ||x|| alors |||u]|| < K.
e Soientv € L (F,G)etu € Z(E, F) alors
v o[ < [l[o][]-] [l

Question de cours pour PSI, exercice pour PC

Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, S = {x € E| ||x| = 1}et

ue ZE).

1) Montrer que S est un compact.

2) Montrer que A = {|ju(x)|| | x € S} est borné.

3) On pose |||u||| = sup{||u(x)| |x € S}. Montrer que |||-||| est une norme sur
ZL(E) et que pour tout (u, v) € (ZL(E))*, |||voul|| < |||v][|-]]|ul]|]-
Indication : pour le dernier point, on pourra montrer que pour tout x € E,
ol < [Hae [ 1]

1. S est un ensemble borné (évident) et fermé (si x ¢ S, B(x, |l — ||x|||) C E \ S,
c’est encore plus évident si I’on dispose de la caractérisation séquentielle des fer-
més) donc ¢’est un compact.
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2. L’application f: x — ||lu(x)|| est continue sur E, donc I'image du compact S par
f est un compact de R. Par conséquent, A = f(S) est borné.

3. @ On peut donc définir |||u||| = sup{||u(x)| |x € S}. Montrons que |||-||| est une
norme sur .Z(E).
Soient (u,v) € (Z(E))* et A € K,

[Aull] = sup{[|AuC)]| [x € S} = [Al sup{[lu)]| [x € S} = [A][[|ul]].
||+ v||| = sup{||u(x) + v(x)| |x € S}, or pour tout x € S,
) + 0| < GO+ [l < [al [+ [ ]

donc en passant au sup, il vient |||u + v||| < |||u]|| +||[v]||-

Supposons enfin que |||u||| = sup{|lu(x)|| |x € S} = 0. On a alors, pour tout
1

x € S,u(x)=0.Six € E\{0g}, alors u(x) = ||x||u (Wx> = 0. Comme de
x

plus u(0g) =0Oonau = 0.

1
e Soitu € Z(E).Pourtout x € E \ {Og}, de u(x) = ||x|| u (mx> , on déduit

(1)
u\ ——X
x|
L’inégalité reste bien sir vraie pour x = Og.

e Soit (u,v) € (ZL(E))*. Ona |||voul|| = sup{|lv(u(x))|,x € S}.

Pour tout x € S, [fu@C)|| < [[[v[[[[[ucl] < [[[o]l]-[[lael[| 1]l = [[[v][]- ][]}
donc en passant au sup, il vient |||v o ul|| < |[|v]|]-]||u]]]-

lu@)] = [l < Hfae ][]

Pour déterminer la norme triple d’une application linéaire u € Z(E, F), on
procede ainsi :

i) On détermine une constante M telle que, pour toutx € E,ona |[u(x)| < M||x|,
en effectuant les majorations les plus précises possibles. Cela entraine ||[u||| < M.
ii) Pour montrer que M = |||u]|||, on cherche xo € E non nul, tel que
luxo)|| = M||xo.

On pose, pour M = (m;;) € 4, (R),

S omiet | M| = sup |myl.
@i,))ElL,n]? (i,J))ElL,n]?

Ml = > Jmyl, 1M, =

(i, )HENL,n]?

Déterminer la norme subordonnée de I’application trace pour chacune de ces
normes.
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5.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

e Cas de la norme || || . Soit M € .#,(R) telle que |M|_ . < 1. On a alors

tr M| = Zm” < |mii| < ndonc ||| tr ||| < n. Mais [tr I,| = n et ||, =
donc H|trH| n et finalement ||| tr ||| = n.
e Cas de la norme || ||, . De méme, soit M € .#,(R) telle que |M||, < 1 alors
n
1
ltr M| = Zm” < Z lm;;j| < 1donc [|[tr]|]| < 1. Mais tr— = let
i=l1 (i, )HEN,nl?
1
—1I,|| = 1donc||[tr||| > 1 et finalement |||tr||| = 1.
o h
e Cas de lanorme || ||, . Soit M € .#,(R) telle que || M||, < 1 alors
n
r M| = < lmal -
i=1
L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine
Z (|m,~,~] X 1) < \/I’_l

i=1 @i, )ElL,n]?

ﬁn

1
—1,

donc ||| tr||] < v/n. Mais |tr 7

=net

= 1 donc ||| tr]]| = v/n et
2

finalement ||| tr||| = /7.

5.1.11 Fonctions d’une variable réelle a valeurs vectorielles

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie 7.
1) Dérivation d’une fonction a valeurs dans £

Soient [ un intervalle non trivialde R, f: I — Eetty € I.

1
¢ On dit que f est dérivable en 7y lorsque  lim [f () — f ()] existe.
t—19,t E1\1o l‘ — I

Si cette limite existe, elle est notée f’ () et appelée dérivée de f en 1.
¢ On dit que f est dérivable sur I lorsque elle est dérivable en tout point de /.

e Si fi,- -+, fu sontles applications coordonnées dans une base donnée (e;);cyi1 ]
de E, alors f est dérivable en £, si et seulement si chacune des f; est dérivable en
n

foet f'(tg) = Z 1 @to)e;.

i=1
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Remarque

Sin = 2 oun = 3, ladérivée s’interpréte comme le vecteur vitesse de la courbe
paramétrée ¢t — f(¢). Ce vecteur donne la direction de la tangente et sa norme
la vitesse instantanée.

e 'ensemble ¥ (I,E) des applications dérivables de / dans E est un sous-espace
vectoriel de € (I, E) , et f — f’ est une application linéaire de Z (I,E) dans

F(LE), Af +ug) = Af +pug'.

eSoit f € Z(I,R)telleque f (1) C Jetsoitg € Z(J,E),alorsgof € Z(I,E)
et(gof) =f x(gof).

e Soient E, F et G trois espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit ¢ :
E x F — G une application bilinéaire, f € Z ([ ,E)etg € (I, F).

Alors ¢ (f,8) € 2(1,G)et(o(f,8) =¢ (f,8)+¢(f.&)-

On rappelle, qu’en dimension finie, toute application bilinéaire est continue.
Application pour tous les produits classiques

siA: I —Retg:I — Ealors(Ag) = AN g+Ag'.

si f,g:1 — Ealors (< f,g>) =< f',g >+ < f,g’> ol < > désigne un
produit scalaire sur un espace préhilbertien E.

si f,g: 1 — R*alors (Det(f,g)) = Det(f’,g) +Det(f,g").

si f,g: 1 —Ralors (fAg) = f'Ag+ fAg.

e On peut généraliser le résultat a des applications m-linéaires. Par exemple, pour
f.8.heZ(RY:

(Det(f,g,h)) = Det(f', g, h) +Det(f,g’,h) + Det(f,g,h’).

1
e Soient f € Z(I,E)et g € 2 (I,R) partout non nulle, alors — f € Z (I, E) et
8
1

<—f> — é < (2f' —g'f).

8
eSifcPU,E)etu € L(E,F),alorsuofec P(,Fyet(uof) =uo f.
On définit alors les fonctions de classe %, on notera en particulier la formule de
Leibniz : pour tout f € €* (I,E) et g € €* (I, F) et ¢ bilinéaire,

Yk
o(f, )% =) (p) o(f P, g%=P).

p=0

2) Intégration sur un segment d’une fonction vectorielle
Soit f = (f1, -+, fu) : [a,b] — R" une fonction continue, on définit I’intégrale

de f par
b b b
/ f(H)de = (/ fide, - - ,/ fn(t)dt>-
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Soit F' un espace vectoriel de dimension finie sur K (=R ou C). Soit (e;)icq1,p]
une base de F. Soit f une fonction continue par morceaux de [a, b] dans F. En

)4
écrivant [ = g frer, on définit
k=1

/[a’b]f:/abf(t)dIZ/abkaz:(/abfk(t)dt> e €F

L’ intégrale de f sur [a, b] est indépendante de la base choisie.

Parmi les propriétés uselles de ’intégrale, il est important de retenir que si || - ||

[« [

est une norme sur F' alors

Exercice 5.24

Soienta,b € R avec a < b, f et g deux fonctions continues sur [a, b], de classe
€ sur la, bl et:
A: [a,b] — R
fl@ f) f)

x +— | gla) gb) gk
1 1 1

En utilisant I’application A, montrer qu’il existe ¢ € ]a, b[ tel que

(g(b) — g@) f'(c) = (f(b) — fa)g' (o).

Rappelons que le déterminant est une forme n-linéaire (ici n = 3) par rapport a ses
colonnes. Ici seule la derniere dépend de x donc A est de classe €' et pour tout
x € la,b|

fl@ fb) f(x)
A(x)=| gla) gb) g'(x) |.Deplus, remarquons que A(a) = A(b) donc, par le
1 1 0

théoréme de Rolle, il existe ¢ € ]a, b[ tel que A’(c) = 0, ce qui donne la conclusion
de 1’énoncé.

Remarque
si g’ ne s’annule pas sur ]a, b[, on obtient I’existence de ¢ € la, b tel que

fB) = fl@ _ f')
gb) —gla)  g'(c)
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1) On considere I’application A de R dans .#,(R) définie par

_ ch(r) sh(t)
Vi e R, A(t) = [—Sh(t) —ch(t)] .

Montrer que A est de classe € et que pour tout f € R, A(r)> = I.

2) Soient n € N* et M : t+— M(t) une application de classe "' de R dans ., (C)
telle que M(1)> = I, pour tout r € R. Montrer que M(t)M'(t) = —M'(t)M (1)
pour tout ¢ € R et en déduire que la trace de M (t) est constante.

1) Les coefficients de A sont des fonctions de classe €' sur R. Il en résulte que A
est de classe €, et on vérifie facilement par le calcul que A(1)> = Is.

2) En dérivant, on obtient M'(£)M(¢t)+ M ()M’ (¢t) = 0.1l vient 2 tr(M (t)M'(¢)) = 0
mais on reste bloqué. Pour tout + € R, M(t) est inversible et le relation per-
met d’écrire M'(t) = —(M(1))"' M'(t)M(r). En passant a la trace, il vient :

(M’ (1)) = — tr(M"(¢)) donc tr(M" (1)) = 0. Lapplication ¢ : { H} : tr(]\]lj(t))

est de classe €' et pour tout t € R, ¢'(r) = tr(M'(t)). Donc pour tout t € R,
¢'(t) = 0, @ est constante.

5.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 5.26

CCP PC 2004
Soit M une application définie sur R a valeurs dans &3(R) telle que M (0) = I5.

1) En supposant M dérivable en 0, montrer que M’(0) est antisymétrique.

2) Montrer que pour tout t € R, M(¢) est la matrice d’une rotation vectorielle.
Indication de la rédaction : on utilisera la continuité de I’application détermi-
nant.

1) On a pour tout t € R, "M (t)M(t) = Iz donc en dérivant en 0, on obtient
"M’ (0)M(0) + ‘M ©O)M'(0) = 0.

Compte tenu de ce que M(0) = I3, ona M'(0) = ="' (M) (0).

2) Lapplication f : t € R +— det M(t) € {—1,1} est continue sur un intervalle.
Par le théoreme des valeurs intermédiaires, son image est un intervalle et comme
f(0) =1, f estconstante égale a 1.

Pour toutt € R, det M(z) = 1 et M(t) € O3(R) donc M(t) est la matrice d’une
rotation vectorielle.
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5.2 Exercices d’entrainement @

Exercice 5.27

CCP PC 2006

—t 132
On note M la fonction vectorielle définie sur R* par M (¢) = < 261 y 0 D > .

1) Pour A = (a;;) € #>(R), on pose N(A) = sup |a;j] .
1.a) Montrer que N est une norme sur .#>(R).

1.b) On pose, pour tout ¢ € R*, ¢(t) = N(M(t)). Déterminer pour ¢ € R*, la
valeur de ¢(¢). Montrer que ¢ est continue et de classe > par morceaux
sur R*. La fonction ¢ est-elle de classe €' sur R* 2

2) Soit @ la primitive de ¢ qui s’annule en 0. Calculer pour r € R*, la valeur de
®(1). La fonction ® est-elle de classe €' sur R ?

3) Déterminer la primitive F de M sur R* qui s’annule en 0 puis montrer que
pour tout r € R*, N(F(t)) < ®(¢).

1. a) On vérifie sans difficulté que N est une norme sur .#,(R).
1.b. Pour tout € R*, ona N(M(¢)) = max(2e ™", (1 — )%, 1).

4+

L™ I o S RS R |
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

2e! sit €[0,In2]
Une étude simple de ¢ montre que ¢(t) = 1 sit € [In2,2] .Comme

(t—1)?* site[2,+00[
lim2 o(t) = lilln2 (1), ¢ est continue au point ¢ = In 2. On vérifie de méme de
t—In
>

t—In
<

méme que lin} o(t) = lirr% ¢(t) et donc ¢ est continue au point x = 2. Comme elle
— t—
>

est continue sur chacun des intervalles [0, In 2], [In 2, 2] et [2, +o0o[, elle est donc
continue sur R*.

Sur chacun des trois intervalles considérés, ¢ est la restriction de fonctions de
classe € sur R, donc ¢ est de classe °° par morceaux sur R*. En revanche,
¢,(In2) = —1 et ¢;(In2) = 0 donc ¢ n’est pas dérivable en In2 donc n’est pas

de classe €' sur R*.
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2) En intégrant et a I’aide de la relation de Chasles, on obtient pour x € R*,

21 —e™) six €[0,In2]
d(x) = / o(t)dt = . 11)43- (x —1In2) | six € [In2,2]

® est de classe €' sur R* car c’est une primitive d’une fonction continue.

3) F s’obtient en primitivant chaque coefficient de la matrice, pour tout x € R*,

x / 2e"dt / (t — 1)2dr
F(x):/ M(t)dt = 0 0 x
0 1d¢ 0d¢
0 0
_ x—17 1
2(1 —e™ -
_ (I—e™) 3 t3
X 0

La propriété N(F(x)) = N (/XM(t)dt> < /XN(M(I))dt = ®(x) nous donne
0 0

le résultat.

Exercice 5.28
CCP PSI 2005

Soit n € N* et K I’ensemble des polyndmes réels unitaires de degré n. Montrer

1
que inf {/ |P]} > 0.
pek | Jo

Indication de la rédaction : on introduira la norme infinie sur R, [x].

L’espace vectoriel R, [X] est de dimension finie. La norme ||.|| et la norme ||.||; sont
équivalentes. Il existe donc C > 0 tel que pour tout P € R,[X], ||P||, = C||P||..
Si P € K, alors || P||oc > 1 (car P est unitaire de degré n) donc || P[], > C. 1l vient

1
: < ‘
1}22{/0 |P|}>C>0

Exercice 5.29

Mines-Ponts PSI 2006

Soit n un entier supérieur ou égal a 2, et soit A une matrice antisymétrique de
My,(R). Montrer que si la suite (A?) converge, alors sa limite est la matrice nulle.
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Notons .7, (R) (resp. <7,(R)) I’espace vectoriel des matrices symétriques (resp. anti-
symétriques) d’ordre n. Ce sont deux sous-espaces vectoriels de .#, (R) donc ils sont
fermés. Soit B = lim A?”.

p—+00

Pour tout p € N, la matrice A>? est symétrique ('(A%7) = ((A)*? = (—A)*’ = A%P)

et la matrice A?P*! est antisymétrique. On en déduit que B = lim A**!
p—+00
est antisymétrique, et d’autre part que B = lim A?” est symétrique. Comme
p—+00

gy (R)N.Z,(R) = {0}, il en résulte que B = 0.

5.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 5.30

ENSEA PSI 2007
Soit f une application de C dans C, telle que,

3k €10, 1/2[,¥(x,y) € C*, | f(x) = fFD| < k(L f ) = x[+[f() = YD) -

1) Montrer que I’équation f(x) = x admet au plus une solution.
2) Soit (u,) définie parug € Cet Vn € N, u,p = f(uy).
k n
2.a) Montrer que Vn € N, |u,) — uy,| < (ﬁ) luy — uol .
2.b) Montrer que la suite (u,) est convergente. On note ¢ sa limite. Montrer que

) =1.

1) Soit (x,y) € C% Sil’ona f(x) = x et f(y) =y, alors
lx =yl =1f) = fFOI < k(| f(x) = x|+ |f(») — y[) =0, et donc x = y.
2.a) e Montrons I’inégalité demandée. Pour n > 1, on a

’”n+1 un| = ’f(un) f(un l)| k(’f(un) - un| + |f(un 1) — Up— 1’) donc

i1 — Un| < k([uper — un\+lun—un_1\) d’ot

Uy — Up—1]|.

L
1 -k

|un+1 - un| <
k n
On en déduit par récurrence que, pour tout n > 0, |ty —uy| < (ﬁ) |uy —uol .

2.b) Montrons que la suite (u,) est convergente. Comme 0 < k < 1/2, on a

k k"
0 < 1% < 1, et la série géométrique de terme général (ﬁ) luy — ug
converge. Donc la série de terme général u,.; — u, converge, et comme c’est une
série télescopique, cela équivaut au fait que la suite (u,,) converge.

Appelons £ la limite de la suite (u,),.
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e Montrons que f|¢| = £.Soitn € N*.Ona | f(0)— f(un)| < k (| f(0) — €| + | f(un) — unl),
d’ou ‘f(e) - Mn+]‘ < k (’f(e) - £| + ’un+1 - Mn‘)
En faisant tendre n vers +00, on obtient

| f(0) — 0] < k| f(O) — 1.
Comme k € ]0,1/2[, onaalors | () — £| = 0d’ob f({) = {.

Remarque
Dans cet exercice on n’a utilisé aucune hypothese de continuité sur la fonction f.

CCP PSI 2006, Mines-Ponts PSI 2007K
Soit A dans .Z,(R) telle que 34% = A2+ A + 1.

1) Montrer que la suite (A* k>0 converge vers la matrice d’un projecteur.

2) Exprimer la limite en fonction de A.

1) Le polyndme annulateur de A, P = 3X> — X? — X — 1 est scindé a racines simples
dans C, en effet 1 est une racine évidente, il vient

—1+iV2

P=X—-DBX2+2X +1)=3(X — 1)(X — a)(X — @) avec a =

3
Donc A est diagonalisable dans C, il existe P € GL,(C) tel que
A= P 'diagd,--- ,1,a,--- ,a,@,--- ,@P.
—— —— ——
m(1) m(a) m(a)=m(a)
Pour tout k € N, AF = P~ 'diag(1, - - J1ak - ok @, @)P. Comme
1
a| = — < 1,1l vient
|| 7
I, 0
i ' koo dkat ... @)= m(1)
kl_l)I_Poodlag(la ,1,6! ) y &, A, ) & ) ( 0 Onfm(l) ) .

Comme 1’application M +— P~'M P est continue sur .#,(C), on en déduit que
1 m(1) 0

0 Onfm(l)
d’une projecteur complexe a priori mais en fait réel puisque la suite de matrice est
réelle.

la suite (Ak)k>o converge vers L = P! ( ) P qui est la matrice

2) Remarquons que A” = R,(A) ou R, est le reste de la division euclidienne de X”
par P.
Pour obtenir R, qui est un polyndme de degré au plus 2, on utilise la base formée
des polyndmes d’interpolation de Lagrange associés aux racines de P. On a alors
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I’expression de R, suivante :

X —a)X —a) X - DX —a) (X -DX -
BT Y e T Y e @
Mais en raison de la relation X” = P(X)Q,(X) + R,(X), on a R,(1) = 1,
R,(a) = a” et R,(a) = &’ . On en déduit finalement

_ (A B aln)(A B &In) p (A B In)(A B aln) ~p (A B In)(A B aln)

P
Ad—aol-a % @-Da-a % @a-a-w
Comme |a| = 1/ V/3, les suites (a?) et (a”) convergent vers 0 et donc la suite
A —al,) A —al,) 3A2+2A+1,
(A?) converge vers L = ( a faiil _5) ) — +6 + ]

CCP PC 2006 Normes et valeurs propres
On munit .#,(C) de la norme suivante : pour M = (m;;); jep . pp € #(C),

M|l = max |m].
@ el p?

1) Soient X € .#,(C) et P € GL,(C).
Montrer que les applications f: M — MX et g: M — P~ 'M P sont conti-
nues sur .7 ,(C).
Montrer que I’application z: (M, N) — M N est continue sur .#,(C)x.#,(C).

2) Soit A € .#,(C) telle que la suite (||A” ||)n ¢ SOit bornée.
Montrer que si A € C est une valeur propre de A alors [A| < 1.

3) Soit B € .#,(C) telle que la suite (B”)nGN converge vers C € .#,(C).
Montrer que C? = C, que Sp(C) C {0, 1}
etque Sp(B) C{A € C| A < 1}U{l}.

4) On considére M € .#,(Z). On suppose que M est diagonalisable et que les

valeurs propres de M sont de module strictement inférieur a 1.
Déterminer lim M". Montrer qu’il existe un rang noy € N tel que M = 0.

n—+o0

Conclure.

1) Les applications f et g sont linéaires et I’espace de départ est de dimension finie,
donc elles sont continues.

L’application # est bilinéaire et I’espace de départ est un produit de deux espaces
vectoriels de dimension finie. Elle est donc continue.

2) Soit X ="(xy, ..., x,) un vecteur propre associé 2 A. Ona A"X = \"X.
Choisissons une norme sur I’espace vectoriel .#,1(C) (que nons noterons égale-
ment ||-]|). Comme f est une application linéaire, il existe une constante K telle
que || f(M)|| < K||M|| pour tout M € .#,(C). On en déduit aisément que I'image
par f d’une suite bornée est une suite bornée.
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Comme la suite (A") est bornée, on en déduit que la suite (f(A")) = (A" X) est
bornée. Il en résulte que chacune des coordonnées de la suite de vecteurs (A" X)
est bornée, et comme 1’une au moins des coordonnées de X est non nulle, la suite
(A") est elle méme bornée. On obtient finalement |A| < 1.

3) OnaC?= lim (B" x B") = lim B = C (d’apres 1)) donc C est la matrice
n—+0o n—+0o

d’un projecteur. C est diagonalisable et Sp(C) C {0, 1}.

D’apres ce qui précede si A est valeur propre de B, alors |A| < 1.
Montrons que |A| = 1 = A = 1. Soit donc A valeur propre de module 1.
Soit X un vecteur propre associé a A : B"X = A"X — CX (d’apres 1)).

n—+oo
donc (A"),en converge donc [A"™* — A" = A" [A = 1| = |A — 1] el 0 donc
A=1.Ainsi Sp(B) C {A € C | |A| < 1} U{l}
4) Il existe P € GL,(C) tel que M = P~'DP avec D diagonale.
OnaD" — O,M"= P 'D"PetN+— P 'NP continuedonc lim M" =0
n—+0o0 n—+o0
(d’apres 1)).
Pour tout n € N, M" € .#,(Z). Chaque suite d’entiers correspondant a un coef-
ficient (i, j) de la matrice M" converge vers 0 donc est nulle a partir d’un certain
rang. En prenant le maximum des rangs a partir desquels les suites sont nulles, on
obtient un rang ny € N tel que M" = 0.

M est nilpotente donc Sp(M) = {0}, de plus, M est diagonalisable donc M est
semblable a la matrice diagonale nulle donc M est la matrice nulle.

Polytechnique PC 2006

Soient d € N* et N la norme définie sur .#;(R) par N(M) = sup |m; j|
I<i,j<d
lorsque M = (m;j)1<i,j<d-

1) Trouver K > 0 tel que V(A, B) € (//ld(]R))z, N(AB) < KN(A)N(B).

p n
2) Soient A € #y(R) et, pour tout p € N, S, = Z — Montrer que
n!
n=>0
pour tout (i,j) € {1,--- ’d}2 la suite ((S,,)i j) N converge. On note
) pe

expA = lim §,.

p—+o0

3) Application. Soient A = < 8 (1) ) , B = < (1) 8 > . Déterminer exp A et

exp B. A-t-onexp(A + B) =expAexp B ?
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1) Soit C = AB = (¢ij)¢.jeqr.ap- Pour tout (i, j) € [1,d1%, ¢;j = Za,kbk]
k=1

donc |c;;| < Z laix| |bxj| < dN(A)N(B). En passant au maximum, il vient

N(AB) < dN(A)N(B)
2) On en déduit par récurrence que, pour n > 1, N(A") < d"~'N(A)" . Donc, pour

A” 1 (dN(A))" dN(A))"
toutn > 1,ona N < —u.La sériezuconverge, donc
n! d n! n!

la série Z N <—'> converge.
n.

p n
Pour tout (i, j) € [1,d]?, (Sp)ij - Z <A> ’
i,J

n!
n=0
<An>
!
AN

An . . An
< N | — |, la série numérique Z — est absolu-
n! n! ), ;
ment convergente donc convergente. On en déduit que la suite des sommes par-

n>0
tielles ((S P)i j)  converge.
) peE

Or comme

3) On vérifie que A% = = 0,. Il vient que pour p > 1, Z = I, + A, cette
suite stationnaire converge vers exp A = I, + A. De meme, exp B=0L+B.
En revanche, C = A+ B = < (1) (1) > vérifie C* = I, donc pour tout n € N,
C¥ = Let C*' = C.1l vient pour p > 1,
20+l P P el C

ZH:;M Z(2n+1)' _Z(2n)‘ Z(2n+1)v

—  (ch1) I +(sh1)C = exp(C) = exp(A + B)
p—+0o0

On remarque que exp(A + B) # exp Aexp B = < ? i ) .

On montre que si AB = BA, alors on a bien exp(A + B) = expAexp B (ici
AB # BA).



Suites et séries

/ de fonctions

La notion de convergence uniforme ne se trouve que dans le programme de la filiere

PSI. Les rappels de cours ainsi que les questions utilisant cette notion seront marqués
(PSI).

6.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

Dans toute cette partie I désigne un intervalle de R.

6.1.1 Convergence des suites de fonctions

On donne une suite de fonctions ( f;,),c toutes définies sur /, a valeurs réelles ou
complexes.

¢ On dit que la suite ( f,),en converge simplement vers f sur /, lorsque pour tout
x € I la suite numérique (f;,(x)),en converge vers f(x).
En pratique, on fixe x dans / et on cherche la limite (si elle existe) de la suite
numérique ( f,,(x)),,.

e (PSI) On dit que (f;,),en converge uniformément vers f sur I lorsque la suite
de terme général

||fn - f”oo,l = Sléll)‘fn(x) - f(X)|

converge vers 0.

En pratique, on commence par déterminer la limite simple f (si on a conver-
gence uniforme vers f alors f est la limite simple de la suite), et on étudie
Iécart | f,, — f| sur I en le majorant par une suite qui tend vers 0, ou si cela
n’est pas immédiat, en étudiant les variations de f, — f sur /.

CCP PSI 2006, ENSEA MP 2006

Soit f, la suite de fonctions définies sur [0, 1] par f,(0) = O et f,(x) = x"Inx
six €]0,1].

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions ( f,).
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2. (PSI) Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions ( f;,).

1. lafonction f, est a valeurs négatives et continue sur [0, 1] si n € N*. Puisque, pour
tout n € N*, f,(1) = f,(0) = 0, on en déduit lim f,(1) = lim f,(0) = 0.
n—+0o0 n—+oo

Six €10, 1[, la suite géométrique (x" In x) converge vers 0. Ainsi (f,) converge
simplement vers la fonction nulle sur [0, 1].

2. On ne trouve pas de majorant simple pour | f,(x)| indépendant de x. On étudie les
variations de f, — 0 = f, afin de déterminer le maximum de | f,,| sur [0, 1]. Pour
toutx € ]0,1],0na f,(x) = nx" 'lnx +x" ' = x""'(1 + nInx). Cela donne le
tableau de variations suivant si n € N*,

x |0 e 1/n 1
fi(x)

0 0
P I

+

en

. 1 . .
Ainsi || f4]|c,j0,11 = —. de limite nulle lorsque n tend vers +oo. La suite (f,)
ne

converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction nulle.

CCP PSI 2005
Soit I = [0, 7 /2] et f, la fonction définie sur / par f,(x) = (sinx)" cosx.
1. Etudier la convergence simple de ( f,,) sur /.

2. (PSI) Etudier la convergence uniforme de (f;,) sur /.

1. Convergence simple : soit x € I. On voit apparaitre une suite géométrique de
. . . T . .
raison sinx. Si x = 0} alors sinx vaut 1 mais cosx = 0. Dans ce cas, pour
toutn € N, f,(x) = 0et lim f,(x) = 0. Sinon |sinx| < 1 et on a également
n—+oo

lim f,(x) = 0. La suite (f;;) converge simplement vers la fonction nulle sur /.
n—+oo

2. Convergence uniforme : f, est positive et f,(0) = f,(7/2) = 0. On étudie les
variations de f,, sur I car on ne trouve pas directement de majorant qui permettrait
de conclure. Pour tout x € [0, 77/2],

flx) = n(sinx)" "' cos® x — (sinx)™*!' = (sinx)" "' (n cos® x — sin®x)

Le facteur (sin x)"~! ne s’annule qu’en 0, alors que

2

ncos® x — sin’

x = (v/ncosx +sinx)(y/n cos x — sinx)
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s’annule en x,, = Arctan \/n en étant positif avant, négatif apres. Ainsi | f, | admet
son maximum en x,, = Arctan/n € 10, 7 /2[. Ce maximum vérifie

| fu(x)| = | sinx,|" cos(x,) < cos(x,) = cos(Arctan(v/n)).

Puisque lim x, = 7 /2, on obtient lim cosx, = 0, ce qui donne
n—+0o0o n—+0o0o

lim || fy]lco,sr =0.
n—+00

La convergence est uniforme sur /.

(PSI) - Propriétés liées a la convergence uniforme

e Si (f;;) est une suite de fonctions continues qui converge uniformément vers f
sur I, alors f est continue sur /.

¢ Si (f,) est une suite de fonctions continues sur un segment [a, b] qui converge
b b
uniformément vers f sur [a, b] alors lim / fu@®)dt = / f@)dte.
n—+o00o a a

Remarque

On utilise assez fréquemment la contraposée d’une de ces propositions pour
montrer qu’ une suite de fonctions continues sur / ne converge pas uniformé-
ment sur /. Par exemple, on montre que la limite simple n’est pas continue.

Air PSI 2005 (PSI)

On définit pour n € N* une fonction f, sur [0,7] par f,(0) = 1 et
sin x
Jul) x(1+nx) six 7

1. Etudier la convergence simple et uniforme sur [0, 77] de la suite de fonctions
(fn)-

2. Soit a € 10, 7r[. Etudier la convergence uniforme sur [a, 7] de cette suite ( f,,).

1. On a immédiatement lim f,(0) = let lim f,(x) = 0six € ]0,]. La suite
n—+oo n—+o0o

de fonctions ( f;,) converge donc simplement sur [0, 77] vers la fonction f définie
par f(x) =0six #0et f(0)=1.
La fonction f n’est pas continue sur [0, 77]. Nous allons montrer que chacune des
fonctions f;, est continue sur [0, 7] ce qui prouvera que la convergence ne peut
pas étre uniforme sur [0, 7] (sinon la limite f serait continue). Soit n € N. La
fonction f, est continue sur 0, 7] et

sin x

lim f,(x)=1car lim — = 1.
x—0* x—0t X
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Chaque fonction f, est donc continue sur [0, 77] et la convergence n’est pas uni-
forme sur [0, 7].

2. Soit a €]0, 7[. On essaie de majorer sup |f,(x) — f(x)| = sup |fu(x)|.
x€la,r] x€la,m]
Or, pour tout x € [a,w],onal+nx > 1+ na,x(l +nx) = a(l + na) et
1
0 < sinx < 1. Ainsi, pour tout x € [a,7],0 < fu(x) < — . Ainsi
a(l +na)
1
| full co.fa,71 & ———— de limite nulle lorsque n tend vers +oo et la convergence
= a(l +na)

est uniforme sur I’intervalle [a, 7] (on aurait également pu utiliser le fait que pour

si

x € R*,ona0 < sinx < x pour obtenir une majoration | f,,(x)| < T3
nx

x €10, 7] puis | f,,(x)| < 1 ! p six € [a,7]).

CCP PSI 2005
On définit pour n € N*, f,(x) = v/n cos x(sin x)"

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur [0, 77/2].

2. Calculer lim fn(t) dt et / f(@)dt.

n—+oo 0

3. (PSI) La suite ( f,,) converge-t-elle uniformément sur [0, 7 /2].

1.Si x € [0,7[, on a |sinx| < 1 et par croissances comparées, on obtient
lim f,(x) = 0. De plus f,(7/2) = 0. Donc la suite (f,) converge simplement
n—+0o

vers la fonction nulle sur [O, T/ 2] , qu’on notera f.

2. 1l est immédiat que / f()dt = 0. Pour n € N*,
0

/2 : n+l77/2
/ V/ncos x(sinx)" dt = {\/ﬁ(smx)} = v ,
0

n+1 0 n+1

/2

/2
ainsi lim fu(t)dt =0= / f(@)d:t.
0

n—+o0 0

3. Le calcul précédent ne permet pas de conclure. On utilise les résultats de 1’exercice
6.2, ce qui permet de montrer que || £, ||co = fu(x,) avec x,, = Arctan y/n. On peut
obtenir un équivalent simple de la valeur du maximum f,(x,) = y,. Ona

1 ¢ sin? n
et sin“x, = ——
+1 " n+l

tan’ X, =n, cos? Xp =
n
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Puisque sin x,, et cos x,, sont strictement positifs, on peut écrire

\/—< n >"/2 1 . (nln(l 1 )) 1
n: n e n ex — _—
Y n+l1 N P2 n+1°) /n+1

n—1 1 —1/2\/5
e vy
Vn

et enfin

~ —— = ——, on obtient ~
n+l1 n—+x?2 n 2 In n—+00

—1/2

avec gln(l —

lim || fu]leo = € . La convergence de la suite de fonctions (f,,) n’est donc
n—+oo

pas uniforme.

Remarque

Comme I’exercice précédent, la convergence uniforme sur un segment est une
hypothese suffisante pour permuter limite et intégrale mais elle n’est pas néces-
saire.

6.1.2 Convergences des séries de fonctions et propriétés

Soit ( f,,) une suite de fonctions définies sur /. On note (S,,) la suite des sommes
partielles de la série Z Ja-

e La série de fonctions Z fn converge simplement sur /, lorsque pour tout

x € 1, la série numérique Z fa(x) converge. On pose alors pour tout x € I,

S = lim_S,(x) =) ful).

n=0
o (PSI) La série Z [ converge uniformément sur /, lorsque la suite de fonctions
(S,) converge uniformément vers S sur /.

e La série Z fn converge normalement sur / lorsque Z || fu]lco converge.

Remarque importante
Convergence normale = convergence uniforme = convergence simple, les
implications réciproques sont fausses.

En pratique : on essaie d’abord de prouver la convergence normale. Pour cela,
on cherche un majorant «, de || ||~ tel que la série numérique E a, converge
(si on ne trouve pas un majorant de maniere simple, on étudie les variations de

fn)-
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(PSI) Lorsqu’il n’y a pas convergence normale mais convergence simple de la
+00

série de fonctions, I’écart S,(x) — S(x) est égal a R,(x) = Z fr(x). Pour
k=n+1

établir la convergence uniforme de la série de fonctions, il faut montrer que la

suite (|| R, ||~) tend vers 0.

CCP MP 2006
Soit @ € R. On définit pour n € N* et x € [0, 1], f,(x) = i exp(—nx).
na

1. Déterminer pour 8 € R et x € [0, 1], la limite lorsque n tend vers +oco de

n® f,(x).
2. Etudier la convergence simple de la série Z Jn-

3. Pour quelles valeurs de a a-t-on convergence normale sur [0, 1] ?

1. Pour x € [0,1], |n'8un(x)| < nP—axn et, par croissances comparées, pour tout
x €[0,1[, lim nPu,(x) = 0. La majoration ne donne pas toujours le résultat si
n—+oo

x = 1. En revanche, on a n? u,(1) = nP= exp(—n) et par croissances comparées,

on a également lim nﬁun(l) =0.
n—+oo

1
2. D’apres la question précédente, pour tout x € [0, 1], u,(x) = o (—2) et la
n—+oo N
série E u, converge simplement sur [0, 1].

. o . xe )"
3. On peut étudier les variations de u,, ou bien constater que u,(x) = ! En

na
*, on montre que cette fonction est croissante
—n
e

na

étudiant les variations de x — xe™

sur [0, 1] avec des valeurs allant de 0 a 1/e. Ainsi, on obtient ||u,||oc = = ay.

. . a 1
Or Z a, converge puisque, pour tout n € N*, @, > Oet lim ml— Z La

n—+o0o oy e

convergence de la série Z u, estnormale sur [0, 1], quelle que soit la valeur de «.

Limite et continuité de la somme d’'une série de fonctions

e Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur / et a adhérent a /. Si chacune
des fonctions f,, admet une limite finie /,, en a et si Z fn converge (uniformé-
ment) normalement sur / alors
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o E £, converge

+00 +00
o la somme S = Z f» admet pour limite Z l,ena.
n=0 n=0

Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de permutation des limites.

e Soit g f» une série de fonctions continues sur /I qui converge normalement

sur / alors sa somme S est continue sur /.

Trés important : aspect local de la continuité

Lorsqu’on souhaite démontrer la continuité de la somme (ou par la suite sa déri-
vabilité) sur un intervalle / mais qu’on n’arrive pas a démontrer la convergence
normale ou uniforme sur cet intervalle, on peut restreindre 1’étude a des sous-
intervalles (souvent des segments) qui forment un recouvrement de /. C’est suf-
fisant car la continuité est une propriété locale de la fonction et la continuité sur
chacun des intervalles donnera celle sur leur union (quelle que soit I’union). On
détecte la borne ou les bornes de / qui posent probléme et on essaie de s’en écarter
(voir 6.7, 6.8, 6.9). En revanche, et c’est trés important, la convergence uniforme
ou normale sur chacun des intervalles ne donnera pas celle sur / tout entier (on
ne pourra pas par exemple utiliser de théoreme de permutation de limites).

CCP PSI 2006, TPE PSI 2006
Soitn € N* et f, définie par f,(0) = O et f,(x) = x"Inx six € 10, 1]. Etudier
la convergence simple et normale de Z S sur [0, 1].

Il y a bien entendu convergence de Z f2(0) et Z fa(1) et la somme de la série
de fonctions est nulle en ces deux valeurs. Pour x € ]0, 1[, la série géométrique

+00

" " xlnx

E x"Inx converge avec E x"Inx = 1
=1

. La série de fonctions converge sim-

plement sur [0, 1]. On noteiS sa somme. La fonction S est continue sur [0, 1] mais
elle ne I’est pas en 1 puisque lim1 S(x) = —1 # S(1). Il ne peut donc y avoir conver-

gence normale sur [0, 1]. Les résultats de I’exercice 6.1 nous confirment cela puisque

l[tn || co,10,17 = o
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6.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

CCP MP 2007, Centrale PC 2007

1. Etudier la convergence simple de la série Z u, ot u,(x) = exp(—x+/n) pour

n € N*. On note S la somme de cette série de fonctions.
2. Montrer que S est continue sur R}.

3. Montrer que lim S(x) = 0.
X—+00

4. Montrer que S est décroissante sur R}.

5. Montrer que S(x) ~ e *.

—+00

1. Chacune des fonctions u,, est définie sur R. Si x < 0, la suite (u,(x)), diverge
vers +oo donc la série associée diverge. Pour tout n € N*, on a u,(0) = 1 et

la série g u,(0) diverge également. Si x > 0, par croissances comparées, on a

lim n%e *V" = 0 donc u,(x) est négligeable devant 1/ n? lorsque n tend vers
n—+0o0

+00. Ainsi la série E u, converge simplement sur R}.

2. La fonction u, est décroissante, positive sur R} si bien que [|u,[/cc,r: = 1. La
série de fonctions Zun ne converge pas normalement sur R}. Soit a > 0,
pour les mémes raisons que précédemment, on a ||uy||co a,+00f = Un(a). Puisque
Zun(a) converge, la série de fonctions Z”” converge normalement sur

[a,+00[. Chacune des fonctions u, étant continue sur R}, la somme S est
continue sur [a,+o0o[ pour tout a > 0. Donc § est continue sur R}.

3. La série Z u, converge normalement sur [1,+oo[, et pour tout n € N*, on a
lim u,(x)=0.Donc lim S(x)=0.
X—+00 X—+00

4. Pour tout n € N*, la fonction u,, est décroissante sur R}. La fonction S est donc
décroissante sur R}. En effet, si x > y, pour tout N € N*, on a Sy(x) < Sy(y)

(S désigne la somme partielle d’ordre N de la série Z u,), ce qui donne, lorsque
N tend vers +00, I’'inégalité S(x) < S(y).

5. On va montrer que S(x) ~ e~ * ce qui équivaut a2 montrer lim e*S(x) = 1.
X

—+00 X—+00
Pour n € N*, on définit v,(x) = e u,(x) pour x > 0. Pour tout n € N*, on a
| lloo,[1,400f = va(1) car la fonction v, est positive et décroissante sur [1,+ool.
. _ 1 ..
Puisque v, (1) = V= o (—2), la série Z v, converge normalement sur
n

n—+00

[1, +oo[. Chacune des fonctions v, admet une limite finie en +o00, a savoir O pour
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n > 2 et 1 lorsque n = 1. Cela permet d’écrire

+00
lip, 3 ) = fim €50 =1

Intégration sur un segment

Soit Z f» une série de fonctions continues qui converge normalement (et/ou
+00

uniformément - PSI) sur un segment [a, b]. Alors § = Z fn est continue sur
n=0

b b +00
/ S(t)dt = / (Z fn(t)dt>.
a a n=0

[a,b] et

CCP PC 2006

. 2
Soit,pourn € N, f, : x — nxe ™.

1. Montrer que Z f» converge normalement sur tout segment de R*. On note S
sa somme. Montrer que S est impaire.

X
2. Soit a > 0. Calculer pour x > 0, / S(t)dt et en déduire S.

1. Soit [a,b] C R}. Pour tout x € [a,b], on a |f,(x)| < nbe™"" . La série
1
z:nbe_"“2 converge car nbe™ = o <—> car a > 0. Ainsi an

n—+oo \ n?

converge normalement sur tout segment [a,b] C R}. On montre de la méme

facon que Z fn converge normalement sur tout segment de R*. Pour tout

N N

N eNetx € R*,ona Z Ju(—x) = — Z fu(x), ce qui donne S(—x) = —S(x)
n=0 n=0

lorsque N tend vers +o0o. La fonction S est donc impaire.

2. La série de fonctions g fn converge normalement sur le segment [a,x] (ou
[x, al), on peut intervertir somme et intégrale, ainsi

X +00 X - 1 +00 P N 1 1 |
S(t)dt = te~" dt — — - {—n]:__ _ 7
/a () ,,Z:o/ane 228 2<1—€"2 l—e“2>

a
n=0
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6.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

. s . vl », . — 2 — 2 .
puisque chacune des séries géométriques E (e™ )" et E (e™*)" est de raison

X
dans [0, 1][. La fonction x — / S(t)dt est une primitive sur R} de S, en la

a
dérivant, on obtient, pour tout x > 0,

2 2

2xe " xe X

1
S = — = = .
() 21— efx2)2 (efo)Z(exZ/z _ efx2/2)2 4sp? <xZ)
2

Dérivation
Soit Z f, une série de fonctions de classe ¢ sur I. Si

+00

(1) Z fn converge simplement sur /. On note S = Z Sus
n=0

(ii)z f! converge normalement (et/ou uniformément - PSI) sur /. On note
+00

T=> 1
n=0

alors S est de classe €' sur I et pour tout x € I, §'(x) = T(x) = Z ().

CCP PSI 2005

1 nx
Soit la fonction f : x Z M

n=1
1. Montrer que f est définie sur R.
2. Montrer que f est continue sur Z.
3. La fonction f est-elle €' sur 27

In(n + ")
n3
Il n’est pas le méme suivant le signe de x. Si x < 0, In(n + ™) ~ Inn (car
n—+oo

1. On cherche un équivalent simple de u,(x) = lorsque n tend vers +oco0.

. . Inn , .
n + ™ ~n de limite infinie), donc u,(x) ~ — négligeable devant 1 /n2 en
n—+o00 N

+00. Donc la série converge si x < 0. Enrevanche si x > 0, n+¢™* ~ " qui tend
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également vers +oo donc u,(x) ~ In(e"™)/ n=x / n?. 1l y a donc convergence
n oo

—+

pour tout x € R.

2. Chaque fonction u, est continue sur R, il suffit donc de prouver la convergence
normale de la série. On n’a évidemment pas convergence normale sur R puisque
lim u,(x) = +0c0. On doit limiter les valeurs de x. Soit A € R. On a, pour tout

X—+00

x € ]1—o00,A] et pour tout n € N*, |u,(x)| < |u,(A)| puisque x — u,(x) est
croissante et positive sur R. La série converge donc normalement sur ] — 0o, A]
et f est continue sur tout intervalle | — co, A], A réel quelconque, donc f est
continue sur R.

3. Pour toutn € N, u,, est &' sur R avec, pour tout x > 0,

nx nx 1

;.. ne B
() = (n+e™)nd  n+emn?

e

. ) 1
on obtient alors facilement 0 < u:,(x) < —; pour tout x € RR. On a donc conver-
n

gence normale de la série des dérivées sur R, les autres propriétés pour appliquer
le théoréme de dérivation ayant été vérifiées, la fonction f est de classe €' sur R.

Remarque
Le théoreme de dérivabilité donne également la continuité. On aurait donc pu se
passer de la partie o on démontre la continuité.

6.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 6.10

Mines-Ponts PC 2006
1

Pour n € N*, on définit f, sur R par f,(x) = — Arctan(i).
n n

1. Montrer que la série de fonctions Z [ converge simplement sur R et que sa
+00

somme S = E fn est continue sur R.

n=1
2. Montrer que S est de classe €' sur R et étudier les variations de S.

3. Justifier I’existence d’une limite, éventuellement infinie, pour S(x) lorsque x
tend vers +oc.
Indication de la rédaction : en supposant que cette limite est finie et en mino-
rant la somme par une somme partielle, montrer qu’on obtient une contradic-
tion. Conclure.

f est continue sur R et impaire. On étudie donc la série de fonctions sur R*.
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6.2 Exercices d’entrainement @

1
1. Soit x € R, f,(x) ~ %, de signe fixe. Puisque E — converge. La série
n n n

—+00
Z fn(x) est convergente pour tout x € R* vers un réel S(x). La somme S est
donc définie sur R et S est impaire. Il n’y a pas convergence normale sur R* car

w s 7 Py pon .
sup | fu(x)| = o’ terme général d’une série divergente. On prouve la convergence
x>0

normale de la série de fonctions sur les segments [—A, A]. Soit A > 0, pour tout
1 A

x € [-A, Al et pour tout n € N*, | f,(x)| < — Arctan — = f,(A), terme général
n n

d’une série convergente d’apres 1’ensemble de définition trouvé précédemment.
Chacune des fonctions f, étant continue sur R, S est continue sur [—A, A], pour
tout A > 0, donc finalement sur R.

. Pour tout n € N*, f,, est de classe ¢! sur R et, pour tout x € R,

11 1
fu) = =

n?1+x2/n?  n?2+x2

1 .
Pour tout n € N et pour tout x € R, [f,;(x)] < —. La série Z fn est une
n

série de fonctions de classe €' sur R qui converge simplement sur R vers S avec

convergence normale de g f! sur R donc S est de classe €' sur R avec, pour
+00

toutx € R, S'(x) =Y

n=1

S’(x) = 0 pour tout x € R.

———. On en déduit que S est croissante sur R puisque
n? + x?2

Remarque
Bien entendu, on aurait pu se passer de la continuité de f et montrer directement
que f est de classe €.

. m .
. Lorsque x devient grand, on remarque que f,(x) est proche de o qui est le terme
n

général d’une série divergente. On s’attend donc a ce que S admette une limite
infinie en +0c0.

La croissance de S sur R permet d’affirmer que S admet une limite en +o00 soit
finie, soit infinie. Supposons que cette limite soit finie et notons la £. Pour x > 0,

N
1 . . .
S(x) > Z — Arctan(x /n), o N est un entier naturel fixé. En faisant tendre x
n=1 n
N
. T *
vers +00, on obtient £ > Z o et cela pour tout N € N*. Lorsque N tend vers
n
n=1
+00, on obtient une contradiction et finalement lim S(x) = +oo.

X—+00
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Remarque
On pourrait montrer que la limite est +o0o en utilisant la définition de la limite
infinie, sans justifier I’existence d’une limite en +oo pour S : soit A > 0, on fixe

N N
T 1
N d t E — > 2A.P tinuité de Sy : E — Arct
e sorte que 2 o ar continuité de Sy : x — oy rctan(x /n) sur
R, il existe B > 0 tel que, pour x > B, Sy(x) > A et, puisque S(x) > Sy(x), on
a bien pour tout x > B, S(x) > A.

Exercice 6.11

CCP PC 2007

—nx

e

+00
Soit la fonction f : x +— Z

n=1

n?
1. Montrer que f est définie et continue sur [0, +o0].

2. Montrer que f est de classe €' puis € sur tout intervalle [a, +oc[ ott a > 0.
En déduire que f est de classe € sur R*, calculer f” puis £’ sur ]0, +oo.

3. f est-elle dérivable en 0 ?

X
4. Montrer que pour tout x > 0,on a f(x) = f(0) +/ In(1 — e~ ") dt (cette
0

question est a traiter apres avoir étudié la notion d’intégrabilité).

) e " ) )
1. Soitu, : x — — Pour tout n € N*, u,, est définie et continue sur I = [0, +ool.
n

. 1 .
De plus, on a ||u,||oo,; = 1/n%. Puisque E — converge, la série E u, converge
normalement sur / et f est donc définie et continue sur /.

2.0n fixe a > 0. Pour tout n € N*, u, est de classe €? sur [a,+oo[ avec

—nx —na

e _ e L 1
u,(x) = et u)(x) = e . 0n a |[u)]|co g ro0] = —— terme négli-
geable devant e "“ lorsque n tend vers +oo. Ainsi E u!, converge normale-

ment sur [a,+oo[ et Zun converge simplement sur [a,+oco[ donc f est ¢!

+o0o —nx

sur [a,+oo[ avec, pour tout x > a, f'(x) = —Ze—. De méme, avec
n=1 n
| || . a.+00f = €™, on montre que f’ est €' sur cet intervalle avec, pour tout
+00
x>a, f'(x)= Z e~"*. La fonction f est donc de classe € sur tout intervalle
n=1
[a,+oo[ avec a > 0, donc sur 'union de ces intervalles, & savoir R} et pour tout
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6.2 Exercices d’entrainement @

x>0,

o 1
" —nx __ _ )
Fe = Ze ol —e e —1

En intégrant (on utilise 1’avant derniére forme trouvée pour f”), il existe une
constante C € R telle que, pour tout x > 0, f/(x) = In(1 —e~*)+C. On détermine
cette constante a I’aide d’une valeur particuliere. On ne peut pas prendre x = 0 et
aucune autre valeur ne donne rapidement cette constante. On étudie alors la limite

lorsque x tend vers +0o. D’une part, on a lim In(l1 —e ")+ C = C. D’autre
X—+00

part, puisque la convergence de Z u!, est normale sur [1,+oo[ et puisque, pour
tout n € N¥, hm u/(x) = 0, on obtient 11m f'(x) = 0 par permutation des
X—+

limites. Finalement, pour tout x > 0, f’ (x) = ln(l —e ).

3. Puisque lin(}+ flx) = lin&+ In(1 — e™™) = —o0, f n’est pas dérivable en 0.

4. On voudrait écrire directement, pour tout x > 0, f(x) — f(0) = / () dt
0

mais f n’est pas de classe €' sur R* (probleme pour I’intégration en 0).
On va généraliser cette formule, mais la difficulté vient de la limite infinie
pour f’ en 0. Il faut éviter d’avoir a traiter deux difficultés : la borne qui
dépend de la variable x et celle qui donne une intégrale généralisée. Notons

gx) = / f'(t)dt pour x > 0. La fonction g est de classe €' sur R7, de dérivée
1

f' (et g(x) = f(x) — f(1)six > 0). On prouve I'intégrabilité de f’ sur ]0, 1].
Six >0, f/(x) = In(1 — e™*) = In(x + 0o(x)) = Inx + In(1 + o(1)). Donc
f (x) lnx et f' est intégrable sur ]0, 1]. Donc g admet une limite finie en

0 qui vaut g(0) = / f'(t)dt (par définition de cette intégrale). On écrit alors,
0

pour tout € > O ettoutx > 0, f(x)— f(g) = / f'(t)dt = g(x) — g(e). On peut

&
alors passer a la limite et faire tendre € vers O (f est continue en 0). On obtient,

pour tout x > 0, f(x)— f(0) = g(x) —g(0) = /X f'tdt = /X In(1 —e ") dt.
0 0

Exercice 6.12

Air MP 2005 (PSI)

1. Déterminer le domaine de définition de la fonction f définie par

—nx

+00 . e
flx) = 2(—1) —

2. Montrer que f est continue sur [0, +oo[ et de classe & ! sur 10, +o0l.
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3. Déterminer une équation différentielle simple dont f est solution et en déduire
que f est de classe € sur [0, +0o].

—nx

1. Ondéfinitpourn € Netx € R, up(x) = (—1)" . Six < 0, lim |un(x)| = +00
n+1 n—+00

et la série Z u,(x) est grossierement divergente. Si x > 0, la suite (™), en
est décroissante (vers 0 si x > 0 et constante égale a 1 si x = 0) et positive.

La suite ( l)neN est décroissante vers O si bien que la suite (Ju,(x)|),en est

n+
décroissante vers 0. La série g u, étant alternée, le critere spécial des séries
alternées nous assure que la série converge lorsque x > 0. Ainsi f est définie sur
R+

2. Chacune des fonctions u, est continue sur R*. La difficulté vient du fait que

|un]|cors = |us(0)] = ——, et on n’a pas convergence normale de la série
n

+1
de fonctions. On doit alors essayer de montrer la convergence uniforme sur R*

(on ne peut pas ici se contenter de la convergence normale sur les intervalles
[a,+o00[ avec a > 0, ce qui ne donnerait que la continuité sur R}). On sait

toutefois que pour x > 0, la série numérique Z u,(x) vérifie le critere spécial
+00

des séries alternées. On note pour x > 0, R,(x) = Z ur(x) (reste d’ordre
k=n+1

n de la série). Soit x € R*. Le critére spécial des séries alternées nous per-

met la majoration de |R,(x)| par la valeur absolue de son premier terme, soit
—(n+1)x

<
n+2 - n+2
vers 0 lorsque n tend vers +00. La convergence est donc uniforme sur R et la

fonction somme f est donc continue sur R*.
Chacune des fonctions u, est de classe €' sur R* avec, pour tout x € R,

1
|R,(x)| < , si bien que ||Ry||oor+ < 7 Ce majorant tend

i, (x) = (—1y*"' "¢ On peut remarquer que u,(0) = (—1y*1 e
+1 n+1

tend pas vers 0 lorsque n tend vers +oo. Ainsi Z u’,(0) diverge et on n’a aucune

chance de pouvoir appliquer le théoreme de dérivation sur R* (mais cela ne

prouve pas que f n’est pas €' sur R*). On fixe ¢ > 0. Pour x € [a,+00[,

n _ _ .
lul,(x)| < ¢ "< e, ce qui donne la convergence normale de E u,
n

sur [a, +oo[. On a auparavant prouvé la convergence simple de g u, sur R*. On

peut donc conclure que f est de classe €' sur [a, +o0[ avec,

+0o0
n
our toutx > a, f'(x) = —yH e,
p za, f(x) 50( ) ——
-

La dérivabilité s’étend a R} puisque a est un réel strictement positif quelconque.



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit
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" t
€
+1 n+1

fier. Pour tout x > 0,

+00 1 +00 1
n=0 n=0

3. Les termes dans f’ et f nous invitent a les ajouter pour les simpli-

1
ce qui donne, pour toutx > 0, f'(x) = f(x)— Toor La fonction f est continue
e X

1
sur R*, ce qui permet d’obtenir lirrol f'(x) = f(0) — 5 Donc f est continue sur
x—0*

R*, de classe €' sur Riet f " admet une limite finie en 0, ainsi f est de classe %
sur R*.

Exercice 6.13

CCP PC 2006, Centrale PC 2005

="

+00
Soit 1a fonction S : x — .
nzo n!(x +n)

1. Montrer que S est définie et continue sur |0, +ool.
2. Déterminer la limite de S(x) lorsque x tend vers +o00.

3. Déterminer la limite de S(x) lorsque x tend vers O ainsi qu'un équivalent

simple de S(x) en 0.
1
4. Montrer que pour tout x > 0, xS(x) — S(x +1) = —.
e
. . . b ¢ 1
5. Déterminer des réels a, b et c tels que S(x) =a+ — + —+ o0 — |-
X X X—+00 X
=
On note u,(x) = ———— pourx > Oetn € N.
nl(x +n)

1. La forme de u, permet de prouver directement la convergence normale de

. 1 . .
la série sur ]0, +oo[. Pour tout x > 0, |u,(x)] < — mais seulement si
nn

n € N*. La fonction ug n’est pas bornée sur R*. On s’intéresse alors 2 la série
0 +

qui ne commence qu’au rang 1. Pour tout n > 1, ||up||corr = nin' et Z U,
n>1
converge normalement sur R}. Comme chaque fonction u, est continue sur
+00
R, T = Zun est continue sur R}. On peut donc écrire, pour tout x > 0,
n=1

1
S(x) = uo(x)+ T(x) = — + T(x), somme de deux fonctions définies et continues
X

*
sur RY.
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2. Pour tout n € N*, lim u,(x) = 0. Puisque la convergence est normale sur R},
X—+00

+00

le théoreme de permutation des limites permet d’écrire lim 7(x) = E 0=0.
X—+00 -
1
Celadonne lim S(x)= lim —+ Ilim T(x)=
X —+00 X—+00 X X —+00
+o0 (_ )n
3. Pour des raisons semblables, on a lim 7'(x) = E .Or lim up(x) = +oo,
x—0 =1 nn! x—0*

. . . 1
ainsi on obtient d’une part hnol S(x) = +oo et d’autre part S(x) ~ox (on ne
x—0* x—0 X

peut pas appliquer le théoréme de permutation des limites a la série qui définit S
puisque la fonction uo n’admet pas de limite finie en 0%).

4. On regroupe les deux sommes, pas directement (sinon cela ne se simplifie pas)
mais apres un changement d’indice. Pour tout x > 0

N D>~ D
xS(x) = Sx+1) = nznv(x+n) %n!(x+1+n)
I SR i
o nz_on!(x+n)+nz_:(n—1)!(x+”)

+0o0

X+n (="
- 1+Z( b n‘(x+n) +Z n!

n=1
N n! e

n=0

x—+00 eXx

1 1 1 1
lise alors S(x + 1) = +0 — +o( =), ce qui donne
e(x+1) x+1 ex X
11 1 . 11 1
xSx)=—-+—+o0 (—), c’est-a-dire S(x) = — + — +0 <_2>
e X

ex ex? X
Exercice 6.14

Mines-Ponts PSI 2005

+0o0 1

Soit 1a fonction S : x — Z

1 1
5. Puisque xS(x) = S(x + 1)+ —, lim xS(x) = 1/eet S(x) ~ —. On uti-
€ Xx—+oo

sh®nx’

1. Déterminer I’ensemble de définition de S. Etudier la continuité et la dérivabi-
lité de S.
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. Pourtoutx > 0, S(x) = Z

6.2 Exercices d’entrainement @

2. On définit une fonction @ par (0) = 1 et P(x) = hi si x > 0. Montrer
shx
que D est continue et bornée sur R*.

3. En exprimant S(x) a I’aide de la fonction ®, déterminer un équivalent de S(x)
lorsque x tend vers O par valeurs supérieures.

1 . .
1. On note, pour n € N* et x # 0, u,(x) = >—- La fonction u, est continue

sh” nx
sur R* et paire. On étudie donc la convergence de la série de fonctions sur R}. Si

2
2 : .
x>0,u,(x) ~ <> = 4¢72" La série géométrique E e~ "% converge

x—+o0 \ e

(la raison est e~>* € 10, 1[). Par les criteres de comparaison pour les séries 2

termes positifs, la série de fonctions converge simplement sur R}. Chacune des
—2n ch(nx)
sh3(nx) .
Puisqu’on doit étudier la classe €' sur R*, afin d’éviter les problemes de majo-
ration a la fois pour x proche de O et x trop grand, on se place sur un segment

fonctions u, est de classe €' sur R, et, pour tout x > 0, u/,(x) =

2n ch(nb
la,b] C RI. On a alors, pour tout x € [a,b], |u,(x)| #(n) = v,.
sh’(na)
nb
Orv, ~ 8n = 8ne®3" et on se rend compte que la majoration est

3na
n—+oo e
beaucoup trop grande car b — 3a peut-étre positif. On reprend en cherchant une

meilleure majoration (ch et sh sont équivalents en +o00, on ne doit donc pas les
garder ensemble) :
2n 2n &n
3 < 5 ~
th(nx) sh®(nx) — th(na) sh*(na) n—+oc 1.

Vx € [a,b], |ul(x)] =

Ce qui donne bien cette fois la convergence normale sur [a, b] (et par la m&me

occasion sur [a, +00[). Ainsi S est de classe € ! sur tout segment de R} donc sur
+00

R*, avec, d’apres le théoréme de dérivabilité, pour tout x > 0, 5" (x) = Z ul (x).
n=1

. ® est continue sur R et lin(} d(x) = 1. Donc ® est continue sur R*. Une étude

de la fonction x — shx — x donne shx > x pour tout x € R". On en déduit que,
pour tout x € R}, ®(x) < 1. Puisque fID(O) = 1, on en déduit que ® est bornée
sur R*.

= @2 | ¥ @2 P2
% N Z (”x) .Onnote f,(x) = (”x)
n=1 n=1

pour x > 0. Cette fonction est continue sur R* et pour tout x > 0, | f,(x)| < =
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Donc la série E fn converge normalement sur R, et sa somme - notons la F' - est

+00
1 2 F 2
continue sur R*. Avec F(0) = ; o= %, on obtient S(x) e x(z) = %

6.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 6.15

Mines-Ponts MP 2006
Soit n € N*. On définit f, sur R} par f,(x) =

n*n!

(ITi=ox +K))

1. Prouver I’existence, pour tout x > 0, de I'(x) = lim f,(x).
n—+00

2. Montrer I’existence d’une constante vy telle que, pour tout x > 0,
+00 X X
InT(x) = —Inx — (- ).
(x) nx yx+z ——In(1+ )
n=1
3. Montrer que I' est de classe €' sur R*.

1. Puisque f,(x) > 0 six > 0, on va plutét étudier g,(x) = In f,(x), cela per-
met de transformer les produits en somme. Soit x > 0. Pour étudier la conver-
gence de la suite (g,(x)), on étudie la convergence de la série de terme général
(gn(x) — gn—1(x)). Sin € Navecn > 1, on a, pour tout x > 0,

1 X+n

gn(x) — gn—ilx) = ln(fn(x)/fn—l(x)) =1In <(I’l i > K )

n
= xl
xnn_1

(143
n
= (-5 — E+ 05
n n n
x_x

1 1
= a T a TG =00

Par critere de comparaison, la série de terme général (g,(x) — g,—1(x)) est
absolument convergente, donc convergente et la suite (g,(x)),en+ converge vers
une limite finie /(x). Par continuité de la fonction exponentielle, la suite (f,(x))
converge vers exp(¢(x)) lorsque n tend vers +o0o. On note cette limite I'(x).

2. On essaie de faire apparaitre les termes demandés. On a

()i

k=1
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6.3 Exercices d’approfondissement @

n
. X .
ce qui donne, pour x > 0, In f,(x) = xInn — Inx — g In(1 + E). On ajoute les
k=1
termes nécessaires pour obtenir la série demandée :

n

In f,(x) = xlnn—lnx+2(%—1n(1+%>_ %
k=1

k=1

n n
- _Inx—x (;%—lnn) +;<% —ln(1+%)>
un développement simple de In(1+x /k) — x /k = O(1/k?) prouve la convergence
de la seconde série. Pour prouver la convergence de v, = i i Inn, on peut
utiliser I’étude de la convergence précédente avec x = 1, 021]1;:l

" /1 1 " /1 k+1 "1
Z (E —In(1 +%)> = Z (E —ln(T)> = (Z %> —In(n+1)

k=1 k=1 k=1
— (Z %) —1In(n) — In(1 +1/n)
k=1

soit prouver directement la convergence de cette suite en trouvant un équivalent
du terme général de la série Z(vn —v,_1). On note alors vy la limite de cette suite

v,. On obtient en passant a la limite et en utilisant la continuité de In sur R},
+00 x x
L) = —Inx —yx+ > (— —In(1 + —)) .
“—\n n

3. On va bien entendu étudier In ol” en utilisant la relation précédente, pour ensuite
conclure sur la classe €' de I' en composant avec la fonction exponentielle. La
fonction x — — Inx —yx est €' sur R¥, il reste donc a étudier la classe de la série

de fonctions Z h, avec, pour n € N*, h,(x) = *_ In(1 + i) sur R}. Chaque
n n

fonction £, est de classe €' sur R et on dispose déja de la convergence simple
de la série de fonctions sur R}. Pour tout x > 0,

1 1 X
hl(x)=— — =
n() n x+n nx+n)
Cette série de fonctions converge normalement sur tout segment [a,b] C R}
] b b P ‘o
puisque pour tout x € [a,b], |h,(x)| < ——— —. Le théoréme de déri-

n(n +a) n—+oo n2’
vation permet de conclure quant 2 la classe %' de la somme sur tout segment de
R} donc sur R}.
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L’exercice suivant utilise la notion d’intégrabilité.

Exercice 6.16

CCP PSI 2007 .
On définit pourn € N*etx > 0, f,(x) = ey

1. Etudier la convergence simple de Z fn sur [0, +00[. On notera S la somme
de la série.

2. Etudier la convergence normale de cette méme série sur [0, +00[.

3. S est-elle continue sur R* ?

1. Pour tout n € N, f,(0) = 0 donc la série converge pour x = 0. Si x > 0, la série

1
de Riemann Z

nx+1
de la série de fonctions sur [0, +oo].

converge puisque x + 1 > 1. On a donc convergence simple

2. Chaque fonction f; est continue sur [0, +0o[. On étudie les variations de f, sur
[0, +oo[ afin d’obtenir le maximum de la fonction f;, sur [0, +oo[. Pour tout x > 0,
ona

1 xlnn 1—xlnn

F) = =
n

nx+1 = nx+1

f1(0) = 0, lalimite de f, en +oo est nulle par croissances comparées et finalement
S est positive avec un maximum en 1/Inn avec

fn(1/1Inn) = ! = !

(Inn)n'+l/Imn enlnn

. 1 . . . ..
(car pt/nn — e). La série Z —— diverge (voir exercice 4.15 sur les séries de
nlnn
Bertrand). Il n’y a donc pas convergence normale sur R*.
3. On peut facilement montrer la continuité de S sur tout segment [a,b] C R}. En
b
effet, sur un tel segment [a, b], | f,(x)| < arl et Z f» converge normalement

sur [a, b]. Comme chaque fonction f, est continue sur R* donc sur [a, b], S est
continue sur tout segment de R} donc sur R}. L’étude de la continuité en 0 est
plus technique. On va encadrer la somme partielle par des intégrales. Soit x > 0,
sin € N*,

71 < S dt < !
(n + 1)**! = ; e+l t\nx+1

*+1 est décroissante sur [1, +oo[. En utilisant la convergence de

puisque 7 +— 1/t
la série de Riemann Z

— (car x +1 > 1), on peut sommer les inégalités
n
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précédentes pour n allant de 1 a +0o pour obtenir

+00 1 +00 1 +00 d[ +00 ]
Yo <
n=1 n=2 n—=
+00 +00 +00
. dt 1 . 1 1 1 .
Pulsque/ e = pe on obtient anH -1 < T < ZF’ soit
1
n=1 n=1
+00
1/x < Z —5 <1+ 1/x et finalement 1 < S(x) < 1 + x. Cela nous donne, par
n
n=1

encadrement ling S(x) =1 S(0) = 0 et S n’est pas continue sur [0, +oo].
x—0*

Exercice 6.17

Centrale PSI 2005 K

+00

Montrer que la fonction f définie par f(x) = Z(—l)"% est de classe
— n?+x

€ sur R.

On note, pour n € N* et x € R, f,(x) = 5. Pour tout x € R, la série

n2+x

E (—1)" fu(x) est une série alternée. Il est nécessaire de montrer la décroissance de

: , . . t
la suite (f,(x)), vers 0. On étudie la fonction 4 : ¢t +— 22 de classe €' sur R
X
22
et de dérivée vérifiant h'(t) = —— 5 Ainsi h’ est décroissante sur [|x|, +oof et
(x* +1%)

la série vérifie bien le critere spécial des séries alternées (a partir d’un certain rang
seulement, mais c¢’est suffisant).

Le calcul des premieres dérivées de f;, ne fait pas apparaitre de formule simple, si on
a I’intention d’obtenir une majoration pour une convergence normale. On décompose
alors en éléments simples : on cherche des complexes a et b tels que

n a b

Vx € R, - — = — + —,
(x+in)(x —in) x+in x—in

On trouve alors a = i /2 et b = —i /2 (par exemple en réduisant au méme dénomi-
nateur x> + n” et en utilisant le fait que les deux numérateurs sont deux fonctions
polynomes égales sur R donc avec les méme coefficients). Ainsi, pour tout x € R,

i 1 1
f"(x):§<x+in_x—in>'

On note u,(x) = 1/(x +in) = (x + in)~! toujours pour x € Retn € N*. Cette
fonction est de classe ¥°° sur R. On va prouver par récurrence sur p € N*, la
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propriété
+00
P(p): f estdeclasse €7 sur R avec Vx € R, fP(x) = Z(—l)”fn(”)(x).
n=1

11 ne faut pas oublier de mettre la formule pour f”’ dans I’hypothése de récurrence
car le fait que f soit de classe €7 ne garantit pas du tout que £ est la somme des
dérivées d’ordre p de (—1)" f,.
On calcule ses premieres dérivées : pour tout x € R,

ul(x) = —1(x +in) 2, u/(x) = (= 1)(=2)(x +in) > ...

et une récurrence assez rapide permet de prouver que pour tout p € N,

!
P(x) = (1) —F-
un (x)_( 1) (x+in)1’+l’
ainsi que |u'”(x)| < nP‘;l' Cela permet alors d’obtenir, pour tout x € R et pour
2p!

tout n € N*, | P (x)| < g Cela donne la convergence normale de la série des

dérivées d’ordre p sur R, des que p > 1.
On peut alors montrer le résultat par récurrence.

e On a (1) : la série Z(—l)” fn converge simplement sur R, chaque fonction

(—1)" f, estde classe €' sur R et Z(— 1)" f converge normalement sur R. Donc

+00
f est de classe €' avec f' = Z(—l)”fn’ sur R.

n=1
e Soit p € N* tel que Z(p). Alors la série de fonctions de classe €, Z(—l)" f,f”)
converge au moins simplement sur R et sa série des dérivées converge normale-
ment sur R. Cela permet d’appliquer le théoréme de dérivation a Z(—l)" f,f") et
d’en déduire Z(p + 1). Donc, pour tout p € N*, ona L(p) = L(p +1).

e conclusion : par récurrence, on a prouvé le résultat demandé : f est de classe €7
sur R pour tout p € N*, donc ¢°°.

Remarque

La rédaction de cet exercice dans le cadre du programme PC est plus simple
puisque la récurrence ne s’impose pas car le théoreme de classe €7 est au pro-
gramme : soit p € N*, chaque fontion (—1)" f,,, pour n € N*, est de classe €’ sur

R, la série Z(—l)" fn converge simplement sur R et chaque série Z(—l)” f ®)

n
pour k € {1,..., p} converge normalement sur R (seule la convergence normale
de la derniere dérivée est nécessaire pour appliquer le théoréme, la convergence
simple suffit pour les autres). Cela donne bien le fait que f est de classe 7 sur R
et ce pour tout p € N*,




Séries entieres

.-

7.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D'ASSIMILATION

Soit (a,),>0 une suite de nombres complexes, et, pour tout n € N soit u,, la fonction
de C (resp. R) dans C définie par u,(z) = a,z" (resp. u,(x) = a,x"). La série de
fonctions de terme général u, est appelée série entiére a variable complexe (resp.
réelle) de coefficients a,. Par abus de langage on notera cette série « la série entiere

Z a,z" (resp. Z apx") ».

7.1.1 Rayon de convergence

@ (e qu'il faut savoir

Il existe un unique nombre R € [0, +o00 ], appelé rayon de convergence de la
série entiere Z a,7", tel que I’on ait le tableau suivant :

lz| < R lz| =R lz| > R

n

La série de terme général a,z La série de terme général a, 7"

converge absolument ne converge pas absolument

n

La série de terme général a,z La série de terme général a, 7"

converge diverge

. n . n
La suite (a,2")u>0 La suite (a,2")u>0
converge vers 0 ne converge pas vers 0
La suite (a,2")y>0 La suite (a,2"),>0
est bornée n’est pas bornée

1l peut se passer

n’importe quoi
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¢ Résultats pratiques pour déterminer le rayon de convergence

1) Regle de d’Alembert pour les séries entieres

Soit Z a,z" une série entiere. Si

(i) il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, on ait a, # 0

(i) la suite (|ay+1|/|an|) tend vers £ € [0, +00],

alors le rayon de convergence de la série entiere Z a,z" est R = 1/¢, avec la

convention 1/0 = +oo et 1/ + 0o = 0.

Remarque

On ne peut pas appliquer directement la régle de d’ Alembert telle qu’on vient
de la citer, a des séries entieres dites lacunaires c’est-a-dire ou une infinité de
termes a, s annulent.

Cependant dans le cas de série du type anz”” ou (p,) est une suite stric-
tement croissante de nombres entiers positifs et (b,) est une suite de nombres
complexes non nuls, on pourra essayer d’appliquer la régle de d’ Alembert a la
série numérique de terme général u,(z) = b,z"”". Nous allons voir plusieurs
exemples dans les exercices .

Mise en garde
— La regle de d’Alembert n’est pas toujours applicable, par exemple lorsque la
suite (|ap+1|/]an|) n’a pas de limite.

— Le fait que la série enticre E a,z" a pour rayon de convergence R n’implique

pas que la suite (|a,+1|/|a,|) converge vers 1/R.

2) Comparaison des rayons de convergence de deux séries entiéres

Cette méthode est tres utile. En effet, elle permet de se ramener a des séries
entieres dont on connait déja le rayon de convergence ou auxquelles on peut,
par exemple, appliquer la régle de d’Alembert.

Plus précisément, soient E a,7" et g b,7" deux séries entieres de rayons de
convergence respectifs R, et R,.

— La série entiere E |a,|z" a pour rayon de convergence R, ; autrement dit,
les séries entieres E a,7" et E |a,|z" ont méme rayon de convergence .

— Si |a,| ~ |b,|, alors R, = Rp.
— Si a partir d’un certain rang |a,| < |b,|, alors R, > Ry.
- Sia, = O(b,),alors R, > Ry,

Dans les deux derniers cas, on a seulement une inégalité entre les rayons de
convergence. Pour obtenir I’inégalité inverse, on utilisera souvent la partie droite
du tableau précédent : par exemple, quand une série entiere de rayon R ne
converge pas en un point |xo|, ou quand la suite a,x; ne converge pas vers 0,
alors R < |xo].
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¢ Deux séries de référence
Série géométrique Soit A € C*. La série entiere Z)l”z” a pour rayon
de convergence R = 1/|A| et, pour tout z € C, tel que |z] < 1/|A|, on a

+0o0 1

g Nt = .
1—-A
n=0 <
Série exponentielle La série entiere de terme général z"/n! a pour rayon de

n

+00
convergence R = +oo et, pour tout z € C, on a E <.

n=0
¢ Rayon de convergence de la somme de deux séries entiéres

Z
n!

Soient E a,z" et E b,z" deux séries entieres de rayons de convergence respec-

tifs R, et R,. Le rayon de convergence R de la série entiere Z(an +b,)7" est tel

e R = min(R,, R,) siR, # R,
q R >R, siR, = R,

+00 +00 +00
etsi |z| < min(R,, Rp), on a alors Z(an +b,)7" = Z a,7" + Z b,7" .
n=0 n=0 n=0

¢ Rayon de convergence du produit de Cauchy de deux séries entieres
n

Le rayon de convergence R de la série entiere produit, de coefficients Z aigb, g,
k=0
esttel que R > min(R,, Rp), et, si |z| < min(R,, Rp),

+00 n +00 +00
on a alors, g E agb,_; | 7" = E a,7" E b,7"
k=0 n=0 n=0

n=0 =
e Série dérivée et série primitive d’une série entiere
On appelle série primitive (resp. dérivée ) de la série entiere E a,7" la série
s an—1
entiére E 27" (resp. E (n + Daye2").
n

Ces trois séries entieres ont le méme rayon de convergence.

CCP MP 2006 et Mines - Ponts MP 2006 et 2005
Déterminer le rayon de convergence R, I’ensemble % (resp. /) des nombres
réels pour lesquels la série entiere Zanx" converge (resp. converge absolu-

ment) dans les quatre cas suivants :
, 1 i"n? .1
a) a, =sinn; b) a, =In(1+—-1) 3 ¢) ay = —F5—; d) a, =sin—.
n n*+1 n
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a) Pour tout n € N, on a |a,| < 1. Le rayon de convergence de la série entiére est
donc supérieur ou égal a celui de la série géométrique E x".Donc R > 1.

Par ailleurs, on montre par I’absurde que la suite (a,) ne converge pas vers 0. Si
c’était le cas alors, il résulterait de 1’égalité a,,; — a,—1 = 2sin 1 cosn que la suite
(cos n) convergerait aussi vers 0, et donc que la suite (cos2 n + sin’ n) convergerait
vers 0, ce qui n’est pas possible.

On en déduit que R < 1. Finalement on a R = 1. La série converge absolument et
converge si |x| < 1, elle ne converge pas et ne converge pas absolument si |x| > 1.
Alors 7 =% =1—-1,1][.

1 1 . . .
b)Ona In (1 + — | ~ —, et la série entiere étudiée a méme rayon de convergence
n n

n
L. N X . L.
que la série entiere E —, qui est de rayon de convergence 1. La série converge
n

absolument et converge si |x| < 1, elle ne converge pas et ne converge pas absolu-
ment si x| > 1.

Lorsque x = 1, il résulte de 1’équivalent précédent que la série de terme général
In(1 + 1/n) diverge par comparaison a la série harmonique.

Lorsque x = —1, il résulte de la croissance de la fonction logarithme que la suite
(In(1+1/n)) est décroissante. Par ailleurs puisqu’elle est équivalente a (1/n), la suite
(In(1 + 1/n)) converge vers 0. Alors il résulte du criteére de Leibniz que la série de
terme général (—1)" In(1 + 1/n) converge, mais elle ne converge pas absolument.
Donc & =]1—-1,1[et €¥=[—1,1].

¢)Ona |a,| < 1.La série entiere E a,x" a donc un rayon de convergence supérieur

ou égal a celui de la série Zx”, donc R > 1. Par ailleurs, la suite (|a,|) converge
vers 1, donc ne converge pas vers 0. On en déduit donc que R < 1. Finalement
R=1.

La série converge absolument et converge si |x| < 1, elle ne converge pas et ne
converge pas absolument si |x| > 1. Alors & =€ =]—1, 1[ .

|an+1| nZ

jan] (1)
la suite (|an+1]/|an|) converge vers ¢ = 1. 1l résulte du critere de d’Alembert que
R = 1/¢ = 1. La série converge absolument et converge si |x| < 1, elle ne converge
pas et ne converge pas absolument si |x| > 1.

. Donc

o .1
d) Lorsque n tend vers I'infini, on a sin — ~ — , et donc
n n

1 1 .
Lorsque [x| = letn > 1, 0na |ax"| = sin— ~ — et la série de terme
n n

général a,x" converge absolument par comparaison a une série de Riemann. Alors

o =€ =1[—-1,1].
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TPE 2006

Déterminer le rayon et le domaine de convergence de chacune des séries enticres
suivantes :

a) Zn!zn b) Z:n!z"2 c) ZZ"!

a) Posons a,, = n!,onaay,,/a, = n+1. Lasuite (a,+1 /a,) a pour limite +co. D’aprés
le critere de d’Alembert on a R = 0. Le domaine de convergence est donc {0}.

]un+1(Z)| _ (n + 1)’1‘2,14.1 )
|“n(z)|
On utilise la regle de d’ Alembert pour la série numérique de terme général u,(z). La
suite (|uy+1(2)|/|ua(z)|) converge vers O si |z| < 1, donc la série de terme géné-
ral u,(z) converge absolument dans ce cas. On en déduit que R > 1. La suite
(|tn41(2)|/|un(z)|) admet +oo pour limite si |z| > 1, donc la série ne converge pas
absolument dans ce cas. On en déduit que R < 1. Finalement on obtient R = 1.
Lorsque |z| = 1, on a |u,(z)] = n!, et la suite (#,(z)) ne converge pas vers 0,
donc la série de terme général u,(z) diverge. Alors le domaine de convergence est
{zeCll|z] < 1}.

b) Posons u,(z) = nlz" . Alors

‘Mn+1(Z)‘ _ ’Z|(n+l)!—n!

‘un(Z)|

¢) Posons u,(z) = z"'.On a = |z|"™" . Et I’on conclut comme

dans b.

Voila un résultat a connaitre, c’est la premiére question de nombreux problemes
d’écrit et d’exercices d’oraux

CCP PC 2006, Centrale MP 2006

Soit g a,7" une série entiere de rayon de convergence R > 0. Montrer que le

Z.. LEN an . .
rayon de convergence de la série enticre g —'2" est infini.
n!

Soient @ € Rtel que 0 < a < R, etz € C. La suite (Ja,|a") est bornée. Soit M un

n
. . a I [z L
majorant de cette suite. On a alors | r:’ lz]" < M - <u> Et comme la série de
n! n! \ a
e bzl . i :
terme général — | =) estune série convergente (série de I’exponentielle), on en
n! \ a

déduit que la série de terme général a,z" /n! converge absolument. La série entiere

anp , . .
E — 2" adonc un rayon de convergence infini.
n:
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1) Montrer que si la série entiere Zanzn est de rayon de convergence R > 0,

alors la série entiere E a,z*" est de rayon de convergence V' R.

2) Soient R; et R, les rayons de convergence respectifs des séries Zaznz"

et E as117". Montrer que le rayon de convergence R de la série entiere

E a,z" vaut min(+/ Ry, \/ Ry), et que, si |z| < R,ona
+00 +00 +00
2 2n+1
§ a," = § a7 + § a2
n=0 n=0 n=0

1) La série de terme général a,z" converge si |z| < R et diverge si |z| > R. Donc
la série de terme général a,(z2)" converge si |z|> < R, c’est-a-dire si |z| < V/R et
diverge si |z|* > R, c’est-a-dire si |z| > V/R. Le rayon de convergence de la série
entiére Z a,z>" est donc V'R.

2) D’apres 1), la série Zaznzzn est de rayon de convergence 4/ R, et la série

E o127 est de rayon de convergence 4/ R, donc la série z E Ary127" est aussi

de rayon de convergence \/FZ .
Alors, lorsque Ry # R, la série E a,7" qui est la somme des séries g a7 et

Z Z Arns1 2" est de rayon de convergence min(y/ Ry, v/ Ry).

Lorsque R; = R,, on saitdéjaque R > v/ R;.

Soit alors |z] > 1/ R; . La suite (aznzz") ne converge pas vers 0. Alors la suite (a,z")
ne converge pas non plus vers 0, et il en résulte que R < 4/ R;. On a donc encore

+00 +00 +00
égalité dans ce cas, et pour tout [z| < R, g a,7" = g a7 + E a2
n=0 n=0 n=0

7.1.2 Fonction définie par la somme d’une série entiére

Soit une série entiere de coefficients a, et de rayon de convergence non nul R.
e La série enticre g a,z" de la variable complexe z converge normalement sur

tout compact inclus dans le disque ouvert D = {z € C| |z| < R} et la fonction
+0o0

S définie sur D par S(z) = Z a,z" est une fonction continue sur D.

n=0
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e La série entiere Z a,x" de la variable réelle x converge normalement sur tout
segment [a, b] inclusdans ] —R, R[ etl’ona

b +00 +00 b
/ E ax" | dx = E / apx" dx
a n=0 n=0 a

+0o0
e On définit sur ] —R, R [ une fonction S en posant S(x) = Z a,x" .
n=0

La fonction S est de classe €°° sur ]| —R, R[ et, en dérivant terme a terme, on a,
pourtoutk € Nettoutx € ] —R, R[

+00 +00
k!
SO =3 ntn—1---(n—k+ Dax"* =3 (”ln%)amx" .
n=k n=0 )

Toutes ces séries entieres ont le méme rayon R.

CCP PSI 2007
(_ l)ntn

m est de classe €*° sur R.
n!

+00
Montrer que la fonction g : ¢ — Z
n=0

On peut comparer a la série de 1’exponentielle, en remarquant que pour tout n > 0,

on a . Il en résulte que la série enticre définissant g a aussi un rayon

JE— < —
22n(m2 = pnl
de convergence infini. (On pourrait également utiliser la reégle de d’ Alembert).
Il en résulte que g est définie et de classe €° sur R.

Remarque

On voit sur cet exemple 1’intérét d’utiliser les séries entieres plutdt que les séries
de fonctions : si I’on avait voulu démontrer, dans le chapitre précédent, que la série
22n (n! )2
démontré que, pour tout entier p et tout nombre A > 0, la série des dérivées u'?’
converge normalement sur [ —A, A], alors que maintenant, le fait que la série
entiere ait un rayon de convergence infini suffit.

CCP MP 2006

1/2 +00 1
Montrer que / x" ) dx = —_—.
= 2 T

de fonctions de terme général u,, () = était de classe €°° sur R, on aurait
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La série entiere Z x" est une série géométrique de rayon 1. Comme [0, 1/2] est
inclus dans ] —1, 1[, on a donc

1/2 +00 +00 1/2 +00 1
In2 = Tl dx = "d = .
e [T (S ) a3 ([ ) <X gt

n=0 n=0

7.1.3 Développement d'une fonction en série entiére

e Fonctions développables en série entiere

Soient f une fonction a valeurs réelles ou complexes définie sur un intervalle 7,
et r un nombre réel positif tel que | —r, r[C I.

— On dit que f est développable en série entiere sur | —r, r [ lorsqu’il existe

une série enticre E a,x" de rayon de convergence R > r telle que, pour tout

+00
x €]l—r,r[,onait f(x) = Zanx”.
n=0

— Dans ce cas, la fonction f est de classe €°° sur | —r, r [, et les coefficients a,

Mo
sont déterminés de maniere unique par la formule a, = f '( ).
n.

Remarque

Toute fonction de classe € sur ] —r, r [ n’est pas nécessairement dévelop-
pable en série entiere sur | —r, r [.

—Si f est développable en série entiere sur | —r, r [ , alors :
(i) la fonction f’ est développable en série entiere sur | —r, r [, et, pour tout

+00
x€]l-r,r[,ona f'(x)= Z(n + Dayeg x";
n=0

(ii) toute primitive F de f dans I’intervalle ] —r, r [ admet un développement

ay n

—1
X

+00
en série entiere sur | —r, r [ de la forme F(x) = F(0) + Z
n

n=1
— Si f et g sont développables en série entiere sur | —r, r [, alors f + g et fg
sont développables en série entiere sur | —r, r [ .

¢ Développement en série entiere des fonctions usuelles

(1) Les fonctions suivantes sont développables en série entiere sur R et, pour tout
x€R,ona

n!

+00 n
Xz .
et = g (x2) ouzeC
n=0
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+00 x2n +00 x2n+1
D=D Gar M= gy
n=0 n=0

n x2n+1

+00 2, +00
X
= —1 n_-___ ; 1 = —1 n_-~ .
cosx Zn—()( ) 2n)! — nZ—O( ) 2n+1)!

(i1) Les fonctions suivantes sont développables en série entiere sur ] —1, 1[ et
I'on a, pour tout x €] —1, 1[,

+00 X” +00 )Cn
In(l —x) = —Z — 5 In(l+x) = Z(—l)””;.
n=1 n=1

(ii1) Série du bindme.
Soit @ € R\ N. On a, pour toutx €] —1, 1[,

+o0

o ala—1)---(a—n+1) ,
(1+x) _1+Z — X"
n=1
(iv) On pourra retenir aussi que, pour tout x € ] —1, 1[,on a
+00 2n+1 +00 2n+l
X 1 1+x X
Arctanx = > (=1)" ;51 = argthx = :
relan ;( U 2 Mox TR T Laaned

¢ Quelques méthodes pour développer une fonction f en série entiére

(i) On exprime la fonction f a I’aide de fonctions dont le développement en série
entiere est connu, par des opérations de somme, produit de Cauchy, dérivation ou
primitivation, en utilisant éventuellement un changement de variable.

Lorsque la fonction f contient un sinus, cosinus, sinus hyperbolique ou cosinus
hyperbolique, on pourra exprimer ces fonctions sous forme exponentielle.

(i) On montre que f est solution d’une équation différentielle linéaire, puis on
cherche la solution de cette équation développable en série enticre et vérifiant les
mémes conditions initiales que f.

Développer en série entiere la fonction f : x — f(x) = vV2 — x et préciser le
rayon de convergence.

1/2
Pourx < 2,ona f(x)= V2 (l — %) . On se ramene donc a la série du bindme

et on obtient une série entiere de rayon de convergence 2.
1

Yo Ll _qy... (L
f(.x) — \/5 (1 +Z 2 (2 1) n'(z n+ 1) 2in(_l)nxn>
n=1 ’

+0o0

13- 2n—3) ,

n=1
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En multipliant le numérateur et le dénominateur par le produit
2-4---2n —2)2n — 1)(2n) = 2"n!(2n — 1), on peut encore écrire

+00

2n)! )
fo)=V2 <1 -2 2n — D2 > '

n=1

Exercice 7.8

Développer en série entiere la fonction f : x — cos(x + 1) et préciser le rayon
de convergence.

On écrit f(x) = cosxcos1 —sinx sin 1, d’ou 1’on déduit, pour tout x réel, puisque
les séries sont de rayon de convergence infini,
2n+1

+0o0 . xzn ) +0o0 . x
f(x)=cos1 ;)(—1) am sin 1 2(—1) TSR

On a donc

+00
cos(x +1) = Zanx” ,avec a, = (—1)"
n=0

cos 1 sin 1
t . — (— n+1________'
@y St = CDTE

Exercice 7.9
CCP MP 2006

1
Soit f la fonction définie sur R \ {—1,2} par f(x) =

—x2+x+2°

I+x 2—x
2)Développer la fonction f en série entiére et préciser le rayon de convergence.

1 1 1
1)Vérifier que, pour tout x € R\ {—1,2},ona f(x)= 3 ( + ) )
3)Quel est le développement limité de f a I’ordre 3 au voisinage de 0 ?

1) On vérifie facilement en réduisant au méme dénominateur ou en décomposant la
fraction rationnelle en éléments simples que

f(x)—l L, LN_ L/
3 \l+x 2—-x) 3 \1+x 21—-x/2)°

2) Il apparait la somme de deux séries géométriques, la premiere de rayon de conver-
gence 1 et la seconde de rayon de convergence 2. Il en résulte que la somme aura 1
comme rayon de convergence. Alors, pour |x| < 1,

) x".

oo =5 (Z_;(l)"x" v > ;) -1 > (-1

1
2n+l
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3) La partie réguliere du développement limité a I’ordre 3 de la fonction f n’est autre
que la somme partielle d’ordre 3 de la série, donc

3 2 3
f(X)Z%Z<( D" + )xn+0(x3:%—§+3i—si+o(x3).

on n+l
n=0

Exercice 7.10

CCP et Mines-Ponts MP 2005

1) Développer la fonction f : x +— e sinx en série entiére et préciser le rayon
de convergence .

2) En déduire que pour tout 7 € N on a la relation

(\/_)"sm— (— 1
N Z Qk+ D(n —2k — 1!

T
0<2k+1<n

1) Exprimons sin x sous la forme (€™ +e7) /(2i). On a alors pour tout x réel

i+l (—ithxy _ 1 (1+t>"" l—l)""
f) = (e< - 1)):Z<Z —Z )
7(171)11 n
2i n!’

1 n_ (1 —i)
”7/4, ona d+i) 2( ) =2" sin(nr /4), et finale-
i

1 n
On obtient alors f(x) = Z( +)

Et, puisque 1 +i = V2e

+00 n
ment f(x) = Z V2 ! sin(n /4) x_‘ . La série entiere est donc de rayon infini.

ot n!
2) Appliquons la formule du produit de Cauchy a ¢”* sin x. Si 1’on note a,, les coef-
ficients de la série entiere de sin x, le coefficient b, de x" dans le produit est alors

u 1
b, = E:Oapm . Mais a, est nul si p est pair et a1 = (—l)k/(2k + 1)l
On obtient donc b, = E (-1f Mais on a obtenu dans 1)
" Qk+Dl(n —2k — D!
0<2k+1<n
2”/2sin% . e e,
b, = ———,cequi donne I’égalité désirée.
n!

Exercice 7.11

En effectuant un produit de Cauchy, développer en série entiere la fonction
In(x + 1)
fix— —=

] et préciser le rayon de convergence.
+Xx
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On effectue le produit de Cauchy des séries de rayon 1 :

1 +00 +00 (—1)"+1Xn
- “'xtetln(l+x) =Y —2 =
e g( Y'x" et In(1 + x) z::l -

On obtient donc une série de rayon R > 1, et, pour |x| < 1,ona

G+ = (e G ) Sy (S
R (G ) R ()

n=1 k=1 =1

"~ 1
Puisque la série de terme général 1/n diverge, la suite (Z £> admet +o0o pour
k=1
limite, et la série entiere obtenue diverge donc si x = 1. Il en résulte que R < 1. Cela
résulte également du fait que lim f(x) = +oo. Finalement R = 1.

x—1-
Exercice 7.12

CCP PC 2006

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e / e dr.
0

1) Montrer que f est développable en série entiere sur R.

2) Etablir que f est solution de I’équation différentielle y’ +2xy = 1.
3) Déterminer le développement en série entiere de la fonction f.

X2

1) La série entiere de 1’exponentielle étant de rayon infini, les fonctions x +— e~
2 . o . . .
et x — ¢ sont développables en série entiere de rayon infini. Alors la fonction
X
X — / e dt ’est aussi comme primitive d’une fonction développable en série
0

entiere de rayon infini. Enfin f I’est également comme produit de deux fonctions
développables en série entiere de rayon infini.

2) La fonction f est dérivable et, pour tout x réel, ona f'(x) = 1 —2xf(x), avec de
plus f(0) =0.

+00 +0o0
3) Pour tout x € R, on pose f(x) = Zanx" .Alors f'(x) = Z(n + Da,qx" .
n=0 n=0

+00 +00
On obtient f/(x)+2xf(x) = Z(n + Dayqx™ + Z 2a,x"*! . En faisant le change-
n=0 n=0

ment d’indice de sommation n — n — 1 dans la deuxieme somme, on obtient

+00 +00
FO+2xf(x) = > (4 Dapax"+ Y 2a, 1x"
n=0 n=1

+00
= a + Z((n + Daper +2a,-1)x" .

n=1
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Comme la somme de cette série entiere est égale a 1, 1’égalité précédente implique

I’égalité des coefficients des deux séries entieres. On a donc a; = 1, et, pour tout
n = 1, on trouve (n + Day+ + 2a,—1 = 0, avec de plus la condition initiale
ap = f(0) =

Il résulte immédiatement par récurrence que les termes de rang pair sont nuls (ce
qui était prévisible puisque la fonction f est impaire). Pour les termes de rang

impair, on a la relation a4 azp—1, d’ott I'on déduit, également par

2p+1
. (=2)?
récurrence, que dype; = . Donc, pour tout x € R,
Cp+Dx2p—1x-x1
+00 (_2)px2p+] +00

_ B 2p+1
Onaf(x)_;o(zpﬂ)x(zp—l)x-.-x1 pz( ),,(2 +1)‘xp '

On intervertit [’ordre de deux sommations lorsque la fonction étudiée est définie
comme une intégrale

Exercice 7.13

Mines - Ponts PC 2007
/2
Soit ¢ : x — V' 1+ x sin 2t dt . Donner le développement en série entiere
0

degsur |—1, 1.

La fonction x — Vv 1+ x est développable en série entiere sur | —1, 1[. On a

= X 1-3---(2n — 3)
V1tx = Eo:anx" =1+ Ez:(—l)"_l—x”.
n= n—=

2'n!

Pour tout t € [0, w/2] etx €]—1, 1[, on a donc |a,x" sin" 2| < |a,||x"| et la
série de fonctions 7 +— a,x" sin” 2¢ converge normalement sur [0, 77/2]. On peut

donc intervertir les signes / et Z On obtient

/2 +00 /2
/ V1+xsin2tdt = Zanx”/ sin” 2¢ dt .
0 n—=0 0

/2
Pourn > 0, posons [, = / sin” 27 dt . En effectuant le changement de variable
0

2
L’intégrale I, est une intégrale de Wallis. Le développement de ¢ en série entiere

1 T ' /2 .
u = 2t, on trouve I, = = / sin" u du , et par symétrie [, = sin" udu .
0 0

dans ]—1, 1 [ estdonc ¢(x) = Zanlnx"
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Remarque

L’intégrale I, se calcule (Voir chapitre 3) grace a la relation de récurrence
nl, = (n — 1)I,_,, et on obtient deux expressions différentes suivant la parité
de n.

7.1.4 Calcul de la somme d'une série entiére

C’est le probleme inverse de celui du développement en série entiere. On exprime
la série S a I’aide des séries enticres des fonctions usuelles, par des opérations de
somme, produit de Cauchy, dérivation ou primitivation, en utilisant éventuelle-
ment un changement de variable.

Exercice 7.14

CCP PC 2006

Trouver le rayon de convergence R, puis calculer pour tout x €] —R, R[, la
+00 n

somme S(x) = Z

n=0

2n)!”

En appliquant le critere de d’Alembert a la série numérique de terme général
n

u,(x) = on trouve que R = +o0.

X
em!’

+0o0 2n
Lorsque x >0, S(x)= Z (éi;' = ch/x.
n=0 ’

+00 ——\2n
Lorsque x <0, S(x)= Z(_l)" V=x)™
n=0

)] = cosv/—X.
Exercice 7.15
CCP MP 2005
Soit @ un nombre réel. Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour
+00
toutx €] —R, R[,lasomme S(x) = Z cos(na)x".
n=0

Comme | cos(na)| < 1, le rayon de convergence R est plus grand que celui de la série
géométrique Zx”. Donc R > 1. Par ailleurs la suite (cos(na)) ne converge pas

vers 0, sinon la suite extraite des termes de rang pair (cos(2na)) = (2 cosz(na) -1
convergerait vers —1. Donc R < 1. Il en résulte que R = 1, et que la série entiere ne
converge nien 1, ni en —1.
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Comme les séries E e x" et E e '""“x" sont des séries géométriques de rayon 1,

on a lorsque |x| < 1,

1 +00 +00 1 +00 +00
S(x) = (Z einaxn +Ze—inaxn> _ 5 (Z(eiax)n + Z(e—iax)n> ’
n=0 n=0

n=0 n=0

N

1 1 > 1 —xcosa

1
d — pr— .
onc S(x) 5 (1 1 — 2xcosa + x2

— + -
—el%x 1 —etey

Exercice 7.16

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout x €] —R, R[, la
2n

+00
somme S(x) = Z shn a
n=1

Qn)!"
el — e " +00 el — e~ x2n
En écrivant shn = — ona S(x) = nz_o T@n)! .
Les séries enticres obtenues sont de rayon infini. On a alors, pour tout x € R,
1 [ R emx? Ry 1 X
@) =3 (ZO 2n)! ZO 2n)! 2 <C (x/e) —¢ \/z>

Exercice 7.17

CCP PSI 2005, Ecole de l'air MP 2005
Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout x € ] —R, R[, la

somme S(x) = i (Zn: %) x".

n=1 \k=lI

La somme S(x) n’est autre que le produit de Cauchy de deux séries de rayon 1. Pour

- — X" —In(1 —x) -
toutx €] —1, 1[ ona S(x) = g X E — | = e . En particulier,
n —X
n=0

n=1

ona R > 1. Onremarque que lim S(x) = +00, ce qui ne serait pas possible si on
x—1-

avait R > 1, car la série enticre est continue sur ] —R, R[. Il en résulte alors que
R =1.
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Exercice 7.18

Mines - Ponts PC 2006 et MP 2007
Déterminer le rayon de convergence R, puis calculer pourtoutx €] —R, R[, la

+00 3n

X
somme S(x) = n; Gyl

Indication de la rédaction : montrer que, pour tout x réel, S”(x)+S’(x)+S(x) = e*.

Pour tout x réel, en appliquant le critere de d’ Alembert a la série numérique de terme
|un+l(x)| o ’x|3

lu,(x)]  GBn+3)3n+2)Bn+1)’
suite (|uy41(x)/u,(x)]) converge vers 0. La série de terme général u,(x) est donc

général u,(x) = x> /(3n)!, on obtient et la

absolument convergente et la série entiere E u,(x) aunrayon de convergence infini.

Il en résulte que la fonction S est de classe "> sur R.

3 6 49
On a S(x)—1+—+a+a+ -- et on obtient
2 5 8 4 7
") = X Z r L r
S(x)—2!+5‘ 8'+ pulsS(x)—x+4'+ + -

Dans ces trois séries apparaissent tous les termes de la série de x — ¢*. On a alors
pour tout x réel, S”(x) + S'(x) + S(x) = &~ .

Donc S est solution de I’équation différentielle linéaire (E) : y" +y'+y = e, avec
de plus S(0) = 1 et §’(0) = 0.

Le polyndme caractéristique de (E) vaut X> + X + 1 et a pour racines complexes

ll\/_

Jj = —3 + —— et j. Les solutions réelles de I’équation homogene sont donc de la

3 3
forme x — e */? (A cos X\z/_ + B sin xxz/_> , ol A et B sont deux nombres réels,

et une solution particuliere de (E) est x — e* /3.

3 X
Donc Sx) = (A cos T\/_ + B sin %) % .

OnaS(0)=1=A+1/3,donc A =2/3, et en dérivant
1
S'x) = e/ [—5 (A cos# + Bsin #) +

V3 . xV/3 xV3 e
o —AsmT+BcosT + —.

On en tire S'(0) = 0 = —A/2 +V3B/2+1/3, dott B = 0. Finalement
1 3
S = 3 <ex +2¢7/2 cos %) .
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e Pour les séries entiéres dont le coefficient a, est de la forme P(n) ou P(n)/n!,
ou P est un polynéme, on pourra décomposer P dans la base (Ly)r>o définie par
Lo(X) =1, etpourk > 1, Li(X) = X(X — 1)---(X — (k — 1)). On fera ensuite
apparaitre les dérivées de la série géométrique dans le premier cas et la série de
I’exponentielle dans le second.

Exercice 7.19

1) Déterminer le rayon de convergence R et calculer pourtoutx €] —R, R[,la

+00
somme S(x) = » (n®+n+ Dx".
n=0
= nl+n+l
2) Mémes questions lorsque S(x) = Z —x".
et n!

1) En appliquant le critere de d’ Alembert, on obtient R = 1.

On décompose le polyndme P(X) dans la base (Lo, L, L»). Il existe des nombres «,
B, vy tels que X?’+X+1=a+BX+yX(X —1). Endonnant 2 X les valeurs 0 et 1
successivement on obtient a = 1, puis 8 = 2. Quant a y c’est le coefficient du terme
dominantde P, donc y = 1. Ainsi, pour toutn € N, on a, n’+n+l = nn—D+2n+1.
Puisque toutes les séries utilisées dans le calcul suivant ont un rayon de convergence

+00
égal a 1, on a, lorsque |x| < 1, S(x) = Zn(n —Dx"+2 an” + Zx",
n=2 n=1

+00 oo +oo
ou encore S(x) = x* Zn(n — Dx""?+2x an”_l + Zx” :

=2
+noo 1
Sil’on pose T(x) = Zx" = ,onaalors T'(x) = an”_l = T
n= =1
+0o0
2
et T"(x)=> n(n—Dx"%= ,d’ou
2 "o
2x? 2x 1 1+x2
Sx) = + + t final t S(x)= —.
(x) T Ta—xr T T2 , et finalement S(x) =)
+00
2) On a cette fois S(x) = Z n(n +2 Z —x"+ Z
n=2 !

+00 n +OO n +OO n
x X X
Donc, en simplifiant, S(x) = g — t 2 E —+ E —.
— — 1 !
n:2 (n —2)! o (n —1)! —n!

-2 +00 n—1 +00 n

Et finalement S(x) = x?2 g oY + 2x E (xil)‘ + E x_' = (x + 1)%e*
— n — . n.
n=1

n=0
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Toutes les séries apparaissant dans le calcul précédent sont de rayon infini. La somme
est donc valable pour tout x réel.

o Pour les séries entieres dont le coefficient a,, est une fraction rationnelle, on pourra
utiliser la décomposition des fractions rationnelles en éléments simples.

Exercice 7.20

CCP PC 2006
Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout x €] —R, R[, la
+oo 2n+2
X
S(x) = -
somme S0 =3 oo

n=1

1 _1+ 1 4
nn+1)2n+1) n n+l 2n+1

Pour n € N*, on pourra utiliser I’égalité

xn+1

nn+DH2n+1) <

x2n+2

nn+1)Q2n+1)

Il résulte de la regle de d’ Alembert que la série entiere Z st de

rayon 1, et donc, en remplagant x par x2, que la série entiere E

est aussi de rayon 1.
Puisque toutes les séries entieres utilisées dans le calcul suivant ont un rayon de
convergence égal a 1, on a, lorsque x € ] —1, 1[,

+00 2 +00 2 1 +00 2n+1
S = 2SS e e
n n+1 2n+1
n=1 =1 n=1
+00 +00 +00
) (x2)n (x2)n x2n+l
SRR LN
n n 2n+1
n=1 n=2 n=1

1
= —x*In(1 —x?) + (—In(1 — x%) — x%) — <2xln1 T —4x2)
— X

1
= 3¢ (24 Dn(l = 2%) — 2xIn X

Ce que I’on peut encore écrire S(x) = 3x2 — (1- x)*In(1 —x) — (1 +x)*In(1 +x).

o Pour les séries entieres dont le coefficient a, est défini par une intégrale, on peut

étre amené a permuter les signes g et / .

Exercice 7.21

CCP PSI 2007

1
Soit, pourn € N, a, =
P T o 14122

série entiere de terme général a,x" et calculer sa somme.

dt . Déterminer le rayon de convergence de la
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Indication de la rédaction : pour t € [0, 1] et |x| < 1, on pourra utiliser

I éoalité 1 1 1+1x N x?
1 = .
B 00— 1+ \1+2 "1-1x

n| ’n tn‘x|n

1+1¢2

Lorsques € [0, 1] et|x| < l,ona < |x|". La série de fonctions 7 +—

1+72

converge donc normalement sur [0, 1], et I’on peut intervertir les signes / et Z

[ee] 1 1 +00 1 dl’
On obti tg ax" = E tx)'dt = _ .
HOPHER 2t /0 e 2 /0 (T+2)(1 — tx)
n=0 n=0
, 1 1 l+tx  x? .
La relation T+ = 1) = 1142 <l+ 2 + - tx) permet de calculer I’in-

tégrale, et on obtient, pour |x| < I,

o
1 1
Zanx" = — [Arctant+fln(t2+1)—xln(1—tx)]
g 1 +x? 2 0
1 7 In2
= —— | —+—x—xIn(1 - .
12 <4+2x x In( x))

On a montré en particulier que le rayon de convergence R de la série Z a,x" est plus
grand que 1. Mais on constate que lim S(x) = +00, ce qui ne serait pas possible si
x—1-

on avait R > 1, car la série entiere est continue sur | —R, R[. Il en résulte alors que
R=1.

Exercice 7.22

1
. . ) N . 1
On désire étudier la série entiere de coefficients a,, = / P e dt .
o Q2+

1) Si R est le rayon de convergence de la série, montrer qu’alors R > 2.

2) Lorsque |x| < 2, calculer la somme partielle S, (x) et montrer que la suite
(S, (x)) converge.

3) En déduire la somme de la série et que R = 2.

1

TR et puisque la série

1
, 1
1) On a tout d’abord 0 < a, = /0 m dt <

géométrique de terme général x" / 2" a pour rayon de convergence 2, on en déduit
que R > 2.

2) Pour |x| < 2, calculons la somme partielle S, (x) de la série entiere. Tout d’abord
en sommant la série géométrique, on obtient

z": S B e (2 )n+1
k:0(2+z2)k+1_2+;2 1—55 2—x+12 2412 '
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En intégrant, on obtient donc

n 1 1
dt x A\l dt
S, (x) = L - (_) _a
2 kz_;)“kx /02—x+t2 /0 2+12)  2—x+12

Yo\ dt K\ ar
Mai iy — . Et pui <2,
alS/O (2”2) 2 —x+12 <2> /o ) puisque |x|

le membre de droite converge vers 0. Il résulte du théoréme d’encadrement que la

1 X n+l dt
suite / ( ) 5 converge vers 0, et donc que la suite (S,(x))
0

2412 —x+1?
converge vers /l d ! /1 d
\% v = .
& 0 2—x+ t2 2—x 0 1 t 2
()
3) Cette intégrale se calcule et on obtient finalement
+00 1
1 t 1 1
Sx) = apx" = | ——— Arctan = Arctan ——— .
() ; [\/Z—x \/2—xL V2 —x V2—x

On remarque que lim S(x) = 400, ce qui ne serait pas possible si on avait R > 2,
x—2=

car la série entiere est continue sur | —R, R[. Il en résulte alors que R = 2.

7.1.5 Quelques applications des séries entiéres

Les séries entieres ont beaucoup d’applications; nous en donnons ici trois
exemples : prolongement d’une fonction en une fonction de classe €°°, déter-
mination du terme général d’une suite numérique définie par une relation de
récurrence et calcul de sommes de séries numériques convergentes.

Elles servent aussi a résoudre des équations différentielles comme on I’a déja vu
et on le verra de nouveau dans le chapitre « Equations différentielles ».

e Prolongement d’une fonction en une fonction de classe ¢

Exercice 7.23

CCP PC 2005

Soit f la fonction définie sur R par f(0) = 1/2 et pour x # O par

1—
flx)= 70208 *  Montrer que f est de classe € sur R.
X
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(2n)!

x = 0. La fonction f est donc développable en série entiere de rayon infini et il en
résulte qu’elle est de classe ¢ sur R.

+00 2n
On a pour tout x réel cosx = ;(—1)” (;n)! .
+oo x2n—2
On en déduit que, pour x # 0,ona f(x) = Z(— ! , Ce qui reste vrai pour
=1

e Détermination des termes d’une suite
A toute suite (a,),>0 de nombres complexes on peut associer une série entiere, par
+00 o ' , )
exemple f(x) = Z an—, qui, lorsque le rayon de convergence n’est pas nul, déter-
n!
n=0
mine une fonction appelée fonction génératrice de la suite.
On peut ainsi déterminer certaines suites vérifiant une relation de récurrence. En
général la relation de récurrence permet de faire apparaitre une équation différentielle
ou une équation fonctionnelle vérifiée par f et on résoudra cette équation. Cette
méthode sert par exemple pour déterminer le cardinal de certains ensembles. (Voir
ex. 7.34)

Exercice 7.24

Mines - Ponts MP 2006 et PC 2007

n
On pose ag = 1, puis,sin = 0, a4 = Z (Z) a,—ray . On veut calculer les a,
en utilisant la fonction génératrice f déf,fln;)e ci-dessus.
1) En utilisant le produit de Cauchy, montrer que, si f a un rayon de convergence
non nul, alors ' = f2.
2) Résoudre I’équation différentielle précédente et en déduire a,,.
3) Vérifier que la suite ainsi obtenue convient bien.

1) En effectuant le produit de Cauchy de la série entiere de somme f(x) par elle-
méme, on obtient, pour |x| < R,

ror =3 (S ) x = 2 (S () v )

n=0 \k=0 n=0 \k=0

Donc, en utilisant la relation de récurrence donnée dans 1’énoncé, on obtient
+00 xn +0o0 xnil
f(x)2 = E Ansl Mais on a aussi  f/(x) = E a, W , et I’on en déduit
n! n—1)!
n=0 n=1

donc que f’(x) = f(x)?, avec de plus £(0) = 1.
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2) Sur un intervalle ou f ne s’annule pas, on a f'(x)/ f (x)?> = 1, d’olt en intégrant
—1/f(x) = x —a, etdonc f(x) = 1/(a — x). Alors, puisque f(0) = 1, on obtient
f(x) = 1/(1 — x). On vérifie bien que x — 1/(1 — x) est solution de 1’équation

1 +00 n
différentielle dans ] —co, —1[.Donc f(x)=—— =Y n! Y eta, =nl.
l—x = nl

3) Il existe une suite unique vérifiant les conditions de 1I’énoncé. On vérifie alors

par récurrence que la solution obtenue dans 2) convient. On a bien ap = 0! = 1,
et si ’on suppose que pour tout k compris entre 0 et n, on a a; = k!, alors
n n
n
Apy) = ,;O (k>(n —k)k! = kgon! =m+n!l=m+1)!,

ce qui donne la formule au rang n + 1. Elle est donc vraie pour tout n > 0.

e Calcul de sommes de séries numériques
+00

Une méthode pour calculer la somme A = Z b, d’une série numérique conver-
n=no

gente, consiste a introduire une série entiere Z a,x" de rayon de convergence R > 0

pour laquelle il existe xo € ]0, R ] tel que, pour tout entier n > ng, on ait b, = a,x; .

+00
On calcule alors pour tout x €]0, R[, la somme S(x) = Z a,x”".
n=ngm
Deux cas sont possibles :
(i) lorsque R > xp,ona A = S(xp) (voir 7.25) ;
(ii) lorsque R = x¢, la démarche a suivre est différente suivant que vous étes en
filiere PC ou en filiere PSL.

Filiere PC : on utilise le théoreme d’Abel, qui affirme que, sous les hypotheses
précédentes, A = lim S(x).

x—R—
Filiere PSI : pour n > 0, notons u,, la fonction définie sur [0, R] par u,(x) = a,x".
On montre que la suite de fonctions (,) converge uniformément sur [0, R ]
— ou bien en montrant que cette série converge normalement (cet argument est ausi
utilisable en PC),
— ou bien, lorsque la série Z u, est alternée, en montrant que la suite (u,) converge
uniformément vers 0 sur [0, R ], et en appliquant le critére de Leibniz.
Dans les deux cas, S est continue sur [0, R] et A = lim S(x) (voir 7.26 et 7.30).

x—R—
Exercice 7.25
+00

Montrer I’existence et calculer A = Z(n +1)27".
n=0
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Introduisons la série entiere Z(n + 1)x". Son rayon de convergence vaut 1. En

— 1 — 1
posant f(x) = Zox” = 1% ona f'(x)= Zo(n + 1x" = m pour tout
x €1-1, 1. Donc A = f(1/2) = 4 "
. S~ (D! - D
Montrer I’existence et calculer A; = nz:; Y et A, = ; el

Les deux séries sont des séries alternées qui convergent d’apres le critere de Leibniz.

2n+1
Introduisons les séries entiéres 1 =1t — et -1)"
PSS SR

Ces séries sont de rayon de convergence 1 et l ona,pourx €] -1, 1[,

2n+1

+1

= Arctan x .

fl(x>:2(—1)"*1x = In(1 +x) et fz(x)—Z( D'
n=1

PC On applique le théoreme d’Abel et I’on obtient A; = lim fi(x) = In2 et
x—1-

Ay = lim fo(x) = Arctan 1 = %
x—1-

n
PSI Pour x € [0, 1] etn > 1, posons un(x) = (—1Y"~'2= . La suite (Jun(x)])
n

est décroissante et converge vers 0. La série de terme général u,(x) est alternée,
et d’apres le critere de Leibniz, on a, pour n > 1 et x € [0, 1], I'inégalité

n
SO = ux)
k=1
vers 0. Il en résulte que la série de terme général u,, converge uniformément sur
I’intervalle [0, 1].

On peut alors conclure : comme les fonctions u,, sont continues sur [0, 1], la somme
f1 lest aussi, et en particulier elle est continue en 1, donc A; = lim fj(x) =1In2.
x—1-

< |upe1(x)] . Mais |u,1(x)| < 1/n, et la suite (1/n) converge

. . T
Par le méme argument, on obtient A, = lim f,(x) = Arctan1 = 1
x—1-

Remarque

(-1 ) n-l =" =
Les deux sommes Z =1In2et Z = — sont utilisées dans de

2n+1
n=1

nombreux exercices.
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7.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 7.27

Centrale PSI 2006

Déterminer en fonction de a les rayons de convergence des séries enticres

§ :anzn! etzan!zn_

Lorsque a = 0, les séries sont nulles et donc de rayon infini.
Lorsque a # 0, en appliquant la régle de d’Alembert a la série de terme général
un(z) = anzn!’ on obtient |un+1(Z)| _ |a||z|(n+l)!—n! _ |a|.|z|n.n! )
| (2)]

La suite (Jun+1(2)|/|un(2)|) converge vers O lorsque |z| < 1 et la série de terme
général u,(z) converge absolument.
La suite (|u,+1(z)|/|un(z)|) admet +00 pour limite lorsque |z| > 1 et la série de terme
général u,(z) ne converge pas absolument. Il en résulte que la série enticre est de
rayon de convergence 1. Le résultat ne dépend pas de a # 0.
De méme en appliquant la regle de d’Alembert a la série de terme général
|Un+1(Z)‘ _ | Ha‘n-n!

|Un(Z)| ‘ .
Lorsque |a| > 1, la suite (|vn+1(z)|/|va(2)]) admet +o0o pour limite quel que soit
z non nul. La série de terme général v,(z) est toujours divergente et le rayon de
convergence de la série entiere est donc nul.
Lorsque |a| < 1, la suite (|v,+1(2)|/|va(z)|) converge vers 0, et la série de terme
général v,(z) est toujours convergente. Le rayon de convergence de la série entiere
est donc infini.
Lorsque |a| = 1, on retrouve la série géométrique de rayon 1.

Exercice 7.28

Mines - Ponts PC 2005
On veut développer en série entiere la fonction

v,(z) = a™'7", on obtient

x|—>f(x):ln\/xz—Zxcosa+10f1aE]O, .

1) Justifier et établir que, pour tout x € R, on a

1 1 1
f’(x)=—< _ 4 )
2\x —e® x —e i@

2) Développer f' en série entiere et préciser le rayon de convergence.

3) En déduire le développement de f en série entiére.
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1) En remarquant que, pour tout x réel, on a x> —2x cos a+1 = (x — cos @)’ +sin’ a
et puisque sina # 0, on en déduit que x> — 2x cosa + 1 > 0. Alors la fonction f
est définie sur R et dérivable comme composée de fonctions dérivables. On obtient

X —cosa
£ = =
x> —2xcosa+ 1

1 1 1
() .
X —e X —e

et I’on vérifie, en réduisant au méme dénominateur, que

ia

) 1 e
2) Pour tout x réel, on adonc f'(x) =Re ———— = —Re ——— .
‘ x —e"i@ 1 —etox
Six €]—1,1[,ona |e“x| < 1, et donc on peut utiliser la série géométrique pour
eia +00 +00
: _ Ll ina,n _ in+a .n
obtenir T—diay e E Oe X E 0 e x".
n= =

En prenant la partie réelle de cette expression, on en déduit que
+0o0
F1x) == (cos(n + Da)x"
n=0

et la série entiére Z(cos(n + Da)x" est de rayon au moins 1. Mais en utilisant la

relation cos 2(n + 1) = 2 cos*(n + 1)a — 1, on en déduit que la suite (cos(n + 1)a) ne
peut pas converger vers 0. Donc la série enticre Z(cos(n + Da)x" est de rayon 1.
Alors, en prenant la primitive qui vaut 0 en 0, on en déduit que si x €]—1, 1[

+o0o

cosna L. N
fx)=— E x" , et la série enticre obtenue est encore de rayon 1.
n

n=1

Exercice 7.29

CCP PC 2007

2n+1

. - n!
1) Montrer que la série enticre Z 1

13---Q2n+1) a pour rayon de

convergence /2.

+00

Pour tout x €] —\/5, \/5[, on pose f(x)= Z
n=0

2) Montrer que f est solution de I’équation différentielle

n!
1.3--Q2n+1)

2n+1

(x2=2)y +xy+2=0. (E)

3) Déduire de ce qui précede une expression explicite de f.

!
4) La série Z m x> converge-t-elle lorsque x = /22
eN
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2n+3
1)Sin > 0etx € R*, posons a, = |

n! |1 x
——— . Ona T =
1-3---2n+1) |a, x| 2n+3
et la suite ainsi définie converge vers |x|?/2. Il résulte de la regle de d’Alembert
pour les séries numériques que la série de terme général a,x>"*! converge abso-
lument si |x|?/2 < 1, c’est-a-dire si |x| < V/2, et ne converge pas absolument si

x|?/2 > 1, c’est-a-dire si |x| > V2. La série entidre Z a,x>"*! est donc de rayon

n+1 2

[x[,

de convergence V2.

+00
2) Pour tout x €] —\/5, \/5[, on obtient f'(x) = Z(Zn + Da,x*" donc, si ’on
n=0
pose F(x) = (x? —2)f'(x) + xf(x), on obtient

+00 +00 +oo
F(x) = Y @n+Da,x™? =23 2n+ Dax™ +»  a,x™™
0 n=0

n=0 n=»

+00 +00
= > @n+2ax™? =2 (2n+ Da,x™
n=0 n=0

+00 +00
= Z 2na,_x" —2 Z(2n + Da,x"
n=1 n=0

+00
= ) 2na,_1 — Q@n+Day)x" —2.
n=1

Et puisque na,_; — (2n + 1)a, est nul pour tout entier n, il en résulte que
()c2 —2)f'(x)+xf(x) = —2. Donc f est bien solution de I’équation (E).

3) Si |x| < V/2, I’équation homogene (x> — 2)y’ + xy = 0 s’écrit y' = % y,
— X

C
ce qui donne y = ———". En utilisant la méthode de variation de la constante,
V2 —x2
x2-2 V2

on obtient ———C’ = -2, donc C' = ——————— et finalement

V2t 1 — (/v

X .
C =2 Arcsin — + A, ol A est une constante.

V2
2 X
Alors, compte-tenu du fait que f(0) = 0, on obtient f(x) = ——— Arcsin — .
4) En multipliant le numérateur et le dénominateur de a, par 2-4 - --(2n), on peut
2" (n!)?
écrire a, = % . Alors, en utilisant la formule de Stirling, n! ~ (n/e)"V2nr,
n !
2t 221 (1) 2 22 (1) 1
2n + 1)(2n)! 2n (27;1) n 2/ V2 \/n

et la série diverge par comparaison a une série de Riemann.
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Exercice 7.30

CCP PC 2006
=" o

Soit f la fonction x — Z ( 1)
n(n —

1) Déterminer I’ensemble de définition de f, noté E s, et montrer que f est conti-
nue sur E.

2) Expliciter f(x) al’aide des fonctions usuelles pour x € E.

n(n -1 \1—x
de g, et, pour x convenable, la valeur de g(x) a I’aide des fonctions usuelles.

—1)" n
3) Soit g : x — Z ) < al > . Déterminer I’ensemble de définition

4) La fonction g est-elle développable en série entiere en 0? Si c’est le cas,
expliciter les coefficients et le rayon de convergence de cette série enticre.

1) Pour n > 2, notons a, le coefficient d’ordre n de la série, et u,, : x — a,x" . En
appliquant la regle de d’ Alembert, la série Z a,x" est de rayon de convergence 1.

Pourn > 2et |x| < 1,ona |a,x"

< 1/(n(n — 1)) . Comme la série de terme géné-
ral 1/(n(n — 1)) converge, il en résulte que la série de fonctions continues Z u,

converge normalement sur [ —1, 1]. Alors E; = [—1, 1] et f est définie et conti-
nue sur E .

2) Sur ] —1, 1[, la fonction f est dérivable et I’on a

oo 1" 1)+
f’(x)zZ;_)1 ! Z( ) x" =In(1+x).
n=2

Par ailleurs f(0) = 0.

Donc f est la primitive, nulle en 0 de x — In(1 + x). En faisant une intégration par

parties, pour tout x € ] —1, 1[, onobtient f(x) = (x+1)In(x+1)—x . Etce résultat

subsiste par continuité en 1 et en —1 : on aura f(1) = lirP f(x) =2In2 —1et
g

f=h= lim f@)=1.

X

3) La fonction g est définie si et seulement si —1 < < 1.

1—x

X 1 e . o
Or1+ ] =1 est positif si et seulement si x < 1, et avec cette condition
—Xx —X
X 1 —2x
1— 1 =7 est positif si et seulement si x < 1/2. Le domaine de définition
—x _
de g estdonc E, —] —00, 1/2] . Pour tout x de Eg, on a alors,

g(x)zf(lfx>=11 - X _Zhil-o-x

—x 1—x 1—x 1—x
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4) Les fonctions x — 1/(1 —x) et x — In(1 — x) sont développables en série entiere
de rayon 1. Il en résulte alors que le produit de Cauchy est développable en série
entiere de rayon au moins 1, donc g est développable en série entiere. Le rayon de la
série entiere vaut au moins 1.

On peut expliciter les coefficients de cette série en effectuant le produit de Cau-

+00 n 1 +00
chy. Pour [x| < I,ona —In(l —x) — x = Z% et = = Zx".Alors
n=2 n=0
—In(l—x)—x = [1) ,
T:Z Z; r
n=2 \k=2

n
. 1 g
Comme la suite <Z %> ne converge pas vers 0, on en déduit que le rayon de
k=2 n>2
la série entiere obtenue est exactement égal a 1.

+0o0 n
1
On remarquera que I’égalité g(x) = Z (Z —) x" n’alieuquesix €]—1,1/2].

k
n=2
Exercice 7.31

k=2
CCP PC 2006

Soit (a,),en la suite réelle définie par ag = a; = 1 et
n
. n
Vn € N*, 2a,,1 = g <k)aka,,_k.
k=0
1) Montrer que, pour tout k € N, on a g¢; < k! et en déduire que le rayon de

L. s aj £ £ N
convergence R de la série enticre E o x¥ est supérieur ou égal a 1.

+00
2) Pour x €] —R, R, on pose S(x) = %xk.
k=0 . +00
2.a Montrer que pourtoutx €] —R, R[,ona Sz(x) =1+ ZZ a]]:l xk.

k=1
1
2.b Montrer que pour tout x €] —R, R[,ona §'(x) = 3 1+ Sz(x)) et en
déduire S(x).

3) Déterminer un majorant de R.

On remarque par récurrence sur n que a, => 0 pour toutn € N.
1) On montre I’inégalité par récurrence. Onaay = 0! = leta; = 1! = 1. Si 'on
suppose que pour tout k compris entre O et n, on a a; < k!, alors

1 < /n l & (n+ Dn!
<= —k)k! < = ="K !,
an < 3 Z<k>(n k! < 5 > n > (n+1)

k=0 k=0
ce qui donne I’inégalité au rang n + 1. Elle est donc vraie pour tout n > 0.
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7.2 Exercices d’entrainement a

On a alors |ag|/k! < 1, et la série entiere g a,x* /k! a un rayon de convergence
supérieur a celui de la série géométrique E x¥. Donc R > 1.

2.aSi |x| < R, on a, en utilisant le produit de Cauchy

i'l

S()* = ZZ ! (nan ]i)v X _“o’fZZ( >aka" ke

n=0 k=0 =1 k=0
+0o0 xn
En utilisant la relation de récurrence, on obtient donc S(x)*> = 1+ 2 E Ans1—
n

n=1

2.b Si |x| < R, on obtient en dérivant S'(x) = Zanﬂ =1+ Za,m

n=0
On en déduit que la fonction S vérifie sur | —R, R[ l’équatlon différentielle

1
S'(x) = 3 (S(x)* + 1). Cette équation peut s’écrire S'(x)/(S(x)* + 1) = 1/2, et
en intégrant, on obtient, Arctan S(x) = x/2 + C, ou C est une constante. Donc
S(x) = tan (% +C) . Comme S(0) = 1 = tanC, ona C = 7/4 + km avec k

. . x .. . .
entier, ce qui donne S(x) = tan (5 + Z) . (On vérifie facilement que cette solution
convient).

3) Si on avait R > /2, alors la fonction S serait continue en 77 /2. Mais la fonction
X m . . . -

X — tan (5 + Z) n’a pas de limite finie en 77 /2, d’olt une contradiction. Donc

R<m/2.

Exercice 7.32

CCP PC 2006
Soit (a,) une suite de nombres complexes. On suppose que le rayon de
convergence de la série enticre Zanz" vaut +oo. Pour z € C, on pose

+00
f@) = Zanz" .
n=0
1) Montrer que Vr €10, +oo[ , Vp € N, /f(reit)eiptdt =2mrta,.

2) On suppose que f est bornée sur C. Etablir I’existence d’un réel positif M
vérifiant : Vr €10, +oo[ , Vp € N, |a,| <

Montrer que : Vp € N*, a, = 0. En déduire que f est constante.

3) On suppose qu’il existe un entier g non nul et deux réels strictement positifs «
et Btelsque:Vz € C, |f(z)| < alz|? + B. Montrer que f est un polyndme.
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4) On suppose que Vz € C, |f(z)] < e*@ . Montrer qu’il existe un nombre
complexe K tel que : Vz € C, f(z) = Ke*. Pour ce faire, on pourra utiliser
la deuxieme question.

1)Pourt € [0, 27 ], net p € N, posons f,(t) = a,r"e'" 7"

2 27 Lo
Alors / freMe Pdr = / Z fu(®)dt .
0 o n=0
Mais | f,,(¢)| = |a,|r", et pour tout z dans C la série de terme général a,z" est abso-

lument convergente. Par suite la série de terme général |a,|r" converge et la série

de fonction Z fn converge normalement sur [0, 277]. On peut alors intervertir les

21 +00 2m
signes/et Z, ce qui donne/f(rei’)ei”tdtzz /fn(t)dt.
0 n=0

21

Mais /f,,(t) dt est nulle si n # p et vaut 27wa,r” sin = p. On obtient donc
0

2
/f(rei’)e_i”’dt =2mrla,.
0

2) Si I’on suppose que f est bornée, alors il existe une constante M telle que, pour
tout z € C, on ait | f(z)] < M. On en déduit alors, que, pour tout r > 0 et tout

M

2
p €N, ona 27r?|a,| </|f(re”)\dt < 2mwM ,etdonc |a,| < — -
r
0

Si p > 1, on en déduit en faisant tendre r vers I’infini, que a, = 0, et donc que
f(z) = ag . Lafonction f est constante.

3) Par la méme majoration que dans 2), on obtient

27 27
2mrPla,| < / |fre)dr < / (ar? + B)dt = 2m(ar’ + B),
0 0

ar? + 3

—

Si p > g + 1, on en déduit en faisant tendre r vers I'infini, que a, = 0, et donc que
f(@)=ap+aiz+---+a,z?. Lafonction f estun polynome.

etdonc |a,| <

4) Considérons la fonction g : z +— f(z)e” *. Puisque le produit de Cauchy de

deux séries entieres de rayon infini est une série entiere de rayon infini, la fonc-

tion g possede un développement en série entiere de rayon infini. Par ailleurs

| f(z)e % < eR®?le™| = 1 et g est bornée. Il résulte de 2) que g est une constante
Z

K. Alors, pour tout z complexe, f(z) = Ke®.
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7.3 Exercices d’approfondissement @

7.3 EXERCICES D'’APPROFONDISSEMENT

Exercice 7.33

CCP PC 2007
1) Pour tout n € N, on note A, le nombre de couples (p,q) € N? tels que

p+4q =n.

n NRL L. . . n

Montrer que A, = 1 + [ﬂ , ol [ﬂ désigne la partie entiere de 1

2) Développer ﬁ en série enticre de x. Quel est le rayon de convergence
—X
de la série entiere obtenue ?
1
3) En déduire le développement de W en série enticre de x, ainsi que le
—X

rayon de convergence de la série obtenue.

4) On considere la série entiere de terme général u,(x) = <l + [%D x*.

4.aDéterminer le rayon de convergence de cette série enticre.

4.bCalculer sa somme

5) A l’aide du produit de Cauchy des développements en série entiere de
—X

1 .\ :
et 1% retrouver le résultat de la premiere question.
—X

1) Dire que p + 49 = n avec p et g entiers naturels, est équivalent a dire que g est
un entier compris entre 0 et n/4 et p = n — 4q. Le nombre A, est donc le nombre

d’entiers compris entre 0 et n/4, donc A, = 1 + [q .

4
1
2) Pour x €]—1,1[, posons f(x) = 1% Cette fonction a pour dévelop-
—Xx
+00
pement en série entiere de rayon 1, f(x) = Zx”. Alors f est dérivable sur
n=0
]1—1, 1[, et sa dérivée f’ admet le développement en série entiere de rayon 1
1 +00
/ _ _ n
f(X)—m—%(n+l)x .
3) En remplacant x par x* dans le développement précédent lorsque x* < 1, on
1 +0o0
obtient m = (n+1)x*" . Par ailleurs, cette série entiere diverge si xt > 1,
—X

n=0
donc elle a encore un rayon de convergence égal a 1.
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4.aPourtoutn € N,on a % <A, < 1+% etdonc, A, ~n/4 ~ (n+1)/4. Comme

la série entiere de terme général (n + 1)x" est de rayon 1 d’apres la question 2), il en
résulte que la série de terme général A, x" est aussi de rayon 1.

4.b Remarquons que E} = p si et seulement si n est un des nombres 4p, 4p + 1,

4p+2,4p+3. On va donc sommer la série en regroupant les termes quatre par quatre.
Soit |x| < 1, alors

4p+3

Z Apx" = Z(A4rx + Agra X+ Agpiox ™ 4+ Agrasx ™)

r=0
p

= > r+Dx"(I+x+x>+x7)

r=0

P
= (I+x+x"+x) > (r+Dx'.
r=0
Alors, puisque toutes les séries en présence sont de rayon 1, on obtient, en faisant
tendre p vers I’infini,

+0o0
D A" =(l+x+x7+x) ) (r+ D =

n=0 r=0

1—x* 1 B 1
l—x A=x*?  (1-x)1-x%"

5) Pour ]x| < 1, on obtient en utilisant le produit de Cauchy

+o0

+00 +00
- p 4q — n __ n
(l—x)(l Zx Zx _Z Z L] _ZA”X ’
q=0 n=0 \ p+4g=n n=0
Par unicité du developpement en série entiere, on déduit de la question 4.b que

n
A, =1 H
Tl

Exercice 7.34

Mines - Ponts PC 2007
Sin > 1, soit I, le nombre d’involutions de {1,...,n}. On pose Iy = 1.
1) Montrer,sin =2, que: I, = I,_1+(n — 1)[,_».
+00
2) Montrer que Z —"‘ x" converge six €]—1, 1[. Soit S(x) sa somme.
n!
n=0
3) Montrer, pour x €] —1, 1[, que: S'(x) = (1 +x)S(x).

4) En déduire une expression de S(x), puis une expression de /,,.

Rappelons qu’une involution ¢ d’un ensemble E est une application telle que
gop = Idg. Le nombre I, est le nombre d’involutions d’un ensemble fini a n
éléments.
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7.3 Exercices d’approfondissement @

1) Pour n > 3, soit ¢ une involution de {1,...,n}.

Ou bien ¢(n) = n alors la restriction de ¢ a {1,...,n — 1} est une involution de
{1,...,n — 1}.ll'y adonc I, involutions de ce type.

Ou bien ¢(n) = p appartienta {1,...,n — 1}. Alors ¢(p) = n, et la restriction de ¢
a{l,...,n—1}\{p} estune involution de cet ensemble fini & n — 2 éléments. Donc
pour chacune des n — 1 valeurs de p, il y a I,,_, involutions. Cela fait (n — 1)1,,_»
involutions de ce type. Finalement I, = I,,_; + (n — 1)1, _,.

Cette relation est encore vraie si n = 2, car I, = 2, (les deux bijections de {1, 2} sur
lui-méme sont des involutions), et I} = Iy = 1.

2) Comme toute involution de {1,...,n} est bijective, c’est une permutation de
{1,...,n}. Le nombre d’involutions est donc inférieur au nombre de permutations
etl’onal, <n!.

Alors 0 < I,,/n! < 1, et la série entiere Z I,x" /n! a un rayon de convergence R
supérieur a celui de la série géométrique Z x".Donc R > 1.

3) Calculons S’(x). Ona, pourx €] —1, 1[,

+0o0

I n 1 +(I’l - l)In 2 _
/ — _1 n—1
S'(x) ;7@—1)' +Z n—1)! o
+00
_ 1+Z n 1 1+Z In—2 xn_l
- z(n—l)' o (n—2)!

+00 +00
I I
= 1+ E Zx"+x g L xn
n! n
n=1 n=0

On trouve donc §’(x) = S(x) + xS(x) = (1 + x)S(x), avec de plus S(0) = 1, et cette
équation différentielle linéaire du premier ordre a comme solution unique la fonction

S i x s e,
+00 +00
4)Onadone Sy =2 = (5 i
)Onadonc S(x)=e = Zm ZZ”n! .
n=0 n=0

On obtient un produit de Cauchy de séries entieres de rayon de convergence infini
donc la série entiere de somme S(x) est en fait de rayon de convergence infini.

1 1 . ..
Posons a;, = 21’—p! yape1 = 0, b, = ? . Le coefficient ¢, de x" dans la série
n E(n/2) E(n/2) 1
produit est donc Zapbn,p = Z arpby_2p = Z m,
p=0 p=0 p=0
et par identification des coefficients, ce nombre vaut I,/n!. Donc, on obtient,
E(n/2) |
n!
1, = S
" Zo 2P pl(n — 2p)!
p:
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Exercice 7.35

Mines - Ponts PC 2006

+0o0 ( 1)k
1) Existence de R, = Z .
k=n+1
1
_ (_1\n+] / " dt
2) Montrer que R, = (—1) 4

0
3) Montrer que la série de terme général R, converge et calculer sa somme.

1) Le nombre R, est le reste d’une série alternée convergente. Le calcul effectué dans
(1! (=1
n k-~

o n
I’exercice 7.26 montre que Z =1In2.0naalors R, = —In Z—Z
n=1 k=1

1
n

t
2) Pour n € N, posons u,, = (—1)! /m dt . On a alors

0
1

! +1
t" t"
o — -1 n+2 dt — (—1 n+l / dt
Un+1 Un ( ) / 1+¢ ( ) 1+71

0 0
! +1 ! ) +2
"+ " (-1
= (=12 dt = (=1)"?* [ t"dt = .
=D / 1+1¢ =D / n+l1
0 0
n—I1 n—I1 (_1)k+2
On en déduit que u, — ug = Z(uk_H —uy) = Z el et il en résulte que
k=0 k=0
n
( l)k+l
u, = Z X IZN)
k=1
/ d 1 "L (1)
t —
Mais ug = — —:—[ln(1+t)} = —1In2,doncu, = — b)) —In2, et
1+1¢ 0 k

0 k=1

on obtient bien que u,, = R,,.

n Lon (_ 1 )k+1 tk
3)Ona Z R, = / Z EETYEE dt , et, en calculant la somme de la suite géomé-
k=0 o k=0 +i
trique, on obtient
n ; dt 1 (—l)n+ll‘n+1

R, = — +
k (1+1)? (1+1)?
k=0 0 0
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1
Mais ( 1)n+1tn+1 "dr = et il en résulte que la suite
T 12 Hite que fa su
0 0
! (_1)n+ltn+l n
ﬁdt converge vers 0. Donc la suite ZRk converge vers
) (1+1) prd
1
dt 1 — 1
———— = ——. On a donc finalement Z R, =—=.
2 n
(1+1) 2 e

Exercice 7.36

d’aprés Polytechnique-ESPCI PC 2006

Soient (u,,),en et (v,)nen deux suites de nombres complexes définies par ug = 1,
vo=0etpourtoutn € N:u, = u, — vy, Uy = Uy — 20,.

I |
0
.

Calculer les rayons de convergence et les sommes des séries entieres E u,z" et

Sue

+00 +00
Posons f1(z) = Z u,z" et fr(z) = Z v,z". Soient R; et R; les rayons de conver-
n=0 n=0

gence respectifs de ces deux séries entieres. Si ces rayons ne sont pas nuls, on a alors
pour |z| < min(Ry, Ry) :

+00 +00
A@ =uo+ Y g™ =uo+ Y (uy — v)""
n=0 n=0
d’ou f1(z) = uo +2(f1(2) — f2(2)).
De méme, obtient-on, f>(z) = vo + z(f1(z) — 2/2(2)) .
Les nombres f1(z) et f>(z) apparaissent donc comme solution d’un systeme linéaire

(1 —-2)fix)+zfo(z) =1
72f1(2) — 2z+ 1) f(z) =0

Le déterminant de ce systeme vaut (z — 1)(2z+1) — 722 = 72— 7—1 et admet comme
racines réelles ® = (1 + \/3)/2 et—1/®=(1—- \/3)/2. Donc si |z] < V5 — 1)/2,
le systeme est de Cramer et on obtient facilement les solutions

2z+1 Z

fix) = P — et fa(z) = 2.1
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1

Pour a # 0, la fonction z +— = — est développable en série

1
71—« al—

z
a

' 1 . N
entiere de rayon |a|. Alors z +— D est développable en série entiere de rayon

est développable en série entiere de rayon

1
(I):(\/§+1)/26t Z = m

1
1/® = (/5 — 1)/2. La fonction produit z — R est donc développable
<

en série entiere de rayon 5-1) /2, et par suite les fonctions f; et f, également.
Comme ces fonctions ont un pdle en V5-1) /2, le rayon de convergence des deux
séries vaut exactement (v/5 — 1) /2.

Remarque
11 est également possible de calculer explicitement u,, et v, a partir de la relation

matricielle  “"*') = b=t . Les suites (#,) et (v,) sont des combi-
Un+1 I -2 Un

naisons linéaires des suites ((—®)") et ((1/®P)"). Le calcul de f; et f> se ramene
alors a sommer des séries géométriques.

Exercice 7.37

Mines - Ponts PSI 2005

) . 1\" x"
1) Montrer que la série enticre Z (1 + —) — est de rayon de convegence
n n!

infini.

+00 n
1 " 1
2) Pour tout x € R, on pose f(x) = E <1 + —) T et g(x) = —e* . Mon-
pr n n! Ve

trer que f(x) ~ g(x).

—

n
1 .
1) Pour toutn € N, posons a, = [ 1 + > - et cherchons un équivalent de a,,.
1
n

1 1 1
—ﬁ+0<;>>:n—5+0(1)
2

1" oy € N1 el
Donc (1+;> :e"_5+”()~%.IlenréSUIteque <1+E> mN%;

- s e" - .
La série enticre E - x" est la série de I’exponentielle. Elle a donc un rayon de
n!

1
n
1
On a tout d’abord 7n”In <1 + —> =n? <

o o 1" x" .
convergence infini. Alors la série enticre g (1 + — — @ aussi un rayon de
n n!

convergence infini.
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n

e

Posons b, = —— . Pour tout x réel, on a alors g(x) = Z b,x" .
Ven!

2) Pour tout n > 0, posons &, = a,/b, — 1. On a donc a, = b, + b,&,, et, puisque

a, ~ by, la suite (g,),>0 converge vers 0. Alors, pour x > 0, on obtient en sommant

+00
) =g()+ Y bye,x"

n=0
Montrer que f(x) ~ g(x) quand x tend vers +oo revient alors a montrer que

1 +00
ﬁ Z b,e,x" tend vers 0 quand x tend vers +oo.
s n=0

Soit € > 0. Il existe N tel que n > N implique len| < /2. Alors, pour x > 0, on

+00
—+— b,le,|x".
) g(X)Z el

E b,e,x"
n=0

Mais, puisque les fonctions polyndomes sont négligeables devant g en +oo, on a

obtient ——
(x)

N—1
alors lim — Z byle,|x" = 0. Donc il existe « > 0 tel que x > «a implique
x—+00 g x)
1
b,le,|x . Alors b,e,x"| < &, ce qui montre que
pram Z(:) |en|x" ;) q q
1 +0o0

20 Z b,e,x" tend vers 0 quand x tend vers +oo, d’out I’on déduit I’équivalence
gX

fx) ~ g(x) au voisinage de +o0.



Intégration
/ sur un intervalle
quelconque

8.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D'ASSIMILATION

8.1.1 Convergence et intégrabilité

Intégrales convergentes

e Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a, b[ (avec b éven-

b
tuellement infini). On dit que I'intégrale / f(¢)dt converge lorsque la fonc-
a

X
tion x +— / f(¢)dt admet une limite finie lorsque x tend vers b (par valeurs
a

inférieures).

e Soient f et g deux fonctions continues (par morceaux) et positives sur [a, b[ (b
étant éventuellement infini).

b b
0Si0< f<gsurla,blet si/ g(t) dt converge, alors/ f(t)dt converge.
b
oSi f(x)= 0O (g(x))ousi f(x)= ob(g(x)) et si/ g(t) dt converge, alors
x—b xX— a
b
/ f(t)dt converge.

b b
o Si f(x) ~ g(x), alors / g(t)dt converge si et seulement si / f@)drt
converge. ¢ ¢

b
e Si / | f(1)| dt converge (on dit que I’intégrale est absolument convergente),
a

b
alors / f(t)dt converge. La réciproque est fausse.
a
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Remarque

o Les résultats sont valables si les fonctions sont négatives sur [a, b[ (attention
aux sens des inégalités) ou si elles sont simplement de signe constant sur un
intervalle [a’, b[C [a, b[.

¢ On dispose de résultats semblables sur un intervalle ]a, b]. Si I'intervalle est

b
du type ]a, b[, alors / f(t)dt converge si et seulement si il existe ¢ € Ja, b[

c b
tel que/ f@)dt et/ f(t)dt convergent.

e Les criteres de comparaison (0, O et ~) ne sont valables que lorsque I’inter-
valle est ouvert d’un seul coté.

¢ Si f et g sont équivalentes en b et si I'une est de signe constant alors 1’ autre
est également de signe constant sur un voisinage de b.

Intégrabilité : Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle 7
d’extrémités a et b, a valeurs réelles ou complexes.

e Ondit que f estintégrable sur / s’il existe un réel M tel que, pour tout segment

K C I,/ |f(®)|dt < M.
K b
e La fonction f est intégrable sur / si et seulement si / f(¢)dt est absolument
a
convergente.
Fonctions de référence

. 1 . . .
e La fonction ¢ — pr est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si & < 1.

. 1 _y . .
e La fonction t — pr est intégrable sur [1, +o0] si et seulement si & > 1.

e La fonction 7 +— e~ “' est intégrable sur [0, +oo] si et seulement si @ > 0.
e La fonction ¢ — Int est intégrable sur ]0, 1].
e Sia et b sont des réels tels que a < b, alors

. 1 _y . .
o la fonction ¢ +— ——est intégrable sur ]a, b] si et seulement si @ < 1.

(t —a)

o la fonction ¢ +— est intégrable sur [a, b si et seulement si & < 1.

1
(b — )¢

CCP PSI 2006

Etudier I'intégrabilité de ¢ — sur ]1, +ool.

N
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—t

e
Soit f : ¢t +— . La fonction f est continue sur |1, +oo[. On étudie donc
séparément I’intégrabilité sur ]1, 2] et [2, +00[.
e! e!
o f(1) Nach m ett — m est continue et intégrable sur ]1, 2], donc f

également.
o f(t) = o (1/t%) . Eneffet, > f(t) ~ 12" /\/1 = */%e" et 13/ tend vers 0
+0o0 +0o0

en +00 par croissances comparées). Puisque 7 +— 1/1% est intégrable sur [2, +00l,
la fonction f 1’est également.

Finalement f est intégrable sur |1, +oo[.

CCP PSI 2005
+00
Etudier la convergence de / (x +1—Vx2+2x+ 2) dx.
0

Soit f : x — x + 1 — Vx2+2x+2. La fonction f est continue sur [0,+oo[
puisque x>+ 2x +2 = (x + 1)> + 1 > 0. Il suffit donc de chercher un équivalent
simple de f en +oo pour étudier la convergence de I'intégrale. En remarquant que
x2+2x +2 = (x+ 1)* + 1, il semble plus judicieux de factoriser par (x + 1)? afin de
faire apparaitre la simplification avec 1’autre terme x + 1. Pour tout x > 0,

1 1 !
Vida2x+2 = (X”)m:(’”” (” 2+ 17 +0((x+1)2)>

1
d’ou, en développant f(x) = _2(x s + 0(;)){_::00 o Donc I’intégrale est
divergente.
Remarque

On aurait pu montrer que f est négative (puisque x” +2x +2 > (x + 1)) mais cela
n’est pas nécessaire puisque f est équivalente a une fonction négative en +oo.

CCP PC 2006

) in(1/x2

Erudier Iintégrabilité de f : x > Y50/ O R?.
In(1 + x)

e f est continue sur R}.
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\/)? 1 - 1 s
L e I+ 1) oe B b ) amaoe (3372 907G T estinte

grable sur [1, +o0].

V/x sin(1/x%) _ sin(l /x?)

o f(x) ~ . On ne dispose pas d’équivalent simple pour
x—0* X ﬁ
in(1/x2 1
sin(1 /xz). On peut en revanche majorer &\/}/?x) < ﬁ Puisque x — ﬁ
sin(1/x?)

est intégrable sur ]0, 1], la fonction x +— I’est également et donc f est

Vx

intégrable sur ]0, 1].

CCP PC 2006
Soit (a, B) € R?. Etudier Iintégrabilité de f : x +— x%e A* sur R*.

La fonction f est continue sur [0, +oo[ si @ > 0 et sur ]0,+oo[ si @ < 0. Dans le
cas ol @ < 0, on commence par étudier I’intégrabilité sur ]0, 1]. On a f(x) Nox“.
X—

La fonction x — x¢ est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si « > —1. Dans le cas
a < 0, la fonction f est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si « € ] — 1,0[. Dans
le cas @ > 0, la fonction f est continue sur [0, 1] et donc intégrable aussi bien sur
[0, 1] que sur ]O, 1]. II reste a étudier I’intégrabilité de f sur [1,+oo[. L' utilisation
des croissances comparées nous mene a distinguer 3 cas :

¢ Si 8 <0, alors xgrfloo f(x) = +o0o donc f n’est pas intégrable sur [1, +00[.

e Si B =0,alors f(x) = x“ et la fonction f est intégrable sur [1,+o0[ si et seule-
ment si ¢ < —1.

e SiB>0,alors f(x)= o (l/xz) et f estintégrable sur [1, +o0l.
X —+00
Finalement f est intégrable sur R} si et seulement si 8 > Oet a > —1.

Le résultat de [’exercice suivant n’est pas au programme, mais il est fortement
conseillé de I’avoir étudié et de retenir les méthodes employées.

Intégrales de Bertrand

Etudier I’intégrabilité de la fonction f : x — ———— sur [2, +oo[ puis sur
x| Inx|P

10, 1/2] en fonction des réels « et B.
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o Intégrabilité sur [2,+oo[ : I'idée est de se dire que le comportement principal

de la fonction pour I'intégrabilité est celui de — sauf au cas limite d’inté-
X

grabilité, lorsque @ = 1. Plus précisément, par croissances comparées, on a
1 | B .

———— = o0 (—)siad < a.Sion peut trouver un tel @’ avec &’ > 1, on

x| Inx|f  x—+oo x@

obtient I’intégrabilité de f sur [2,+oo[. C’est possible lorsque o > 1. Dans le cas
1—a

(Inx)R

f(x) > 1/x pour x suffisamment grand et f n’est pas intégrable sur [2, +oc[.

(Inx)'—#
1-p

lorsque B # 1 et celle de x — In|Inx|si B = 1. La fonction f est positive et elle

+0o0

ola < l,onaxf(x)= de limite infinie lorsque x tend vers +o00. Ainsi

1
Danslecasol @ = 1,ona f(x) = —(lnx)_ﬁ et f estladérivée de x —
b

est intégrable sur [2, +o0[ si et seulement si f(t)dt converge, c’est a dire si
2
et seulement si une primitive de f sur [2, +00[ admet une limite finie en +o00. Cela

ne sera le cas que lorsque 1 — 8 < O soit 8 > 1.
Conclusion : 1a fonction f est intégrable sur [2, +o0[ si et seulement si @ > 1 ou
a=1avec B > 1.

o Intégrabilité sur ]0, 1 /2] : le raisonnement est identique. La différence provient du
fait que x — 1/x est intégrable sur ]0, 1/2] si et seulement si a < 1.

. . / . ’ .
—sia < 1, pour tout &’ > a, hrr%) x% f(x) = 0 par croissances comparées et si on
X —>

1
a,) avec x —

choisit @’ € ]a, 1[, alors f(x) = intégrable sur ]0, 1/2]

o ( ;
x—0 X x«
ce qui donne I’intégrabilité de f sur ]0, 1/2].

— si @ = 1, avec les mémes primitives (aux valeurs absolues pres) et le méme rai-
sonnement que dans la premiére situation, la fonction f est intégrable sur ]0, 1 /2]
si et seulement si 8 > 1.

— si @ > 1 alors xf(x) tend vers +oo lorsque x tend vers 0, f(x) > 1/x au voisi-
nage de O et f n’est pas intégrable sur ]0, 1/2].

Conclusion : f est intégrable sur ]0, 1/2] si et seulement si &« < 1 ou @ = 1 avec
B> 1

8.1.2 Calcul d'intégrales

Pour déterminer la valeur de / f,onpeut calculer I’intégrale de f sur un segment
1

inclus dans I en déterminant une primitive de f, par exemple par intégration par
parties ou par changement de variables.
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d’aprés Centrale PC 2006

+00 1
O te [, = ——d
n note I, /o T2y X

1. Justifier I’existence de I,, pour n € N*,

2. Déterminer une relation de récurrence entre I, et I,,,; et en déduire la valeur
de I,, a I’aide de factorielles.

1. Notons f,(x) = pour x € R* et n € N*. La fonction f, est continue

(1+x2)
sur [0, +o0[ et f(x) ~ l/xz”. Orx — 1/x2’1 est intégrable sur [1, +oo[ donc
X—+00

f T’est aussi et par continuité, f est intégrable sur R*.

1
2. Soit A > 0, les fonctions x — x et x — m sont de classe €' sur [0, A],
X n

ainsi, en intégrant par parties,

= A+ d

N (1+A2)” </ (1+x2)n /(1+x2)n+1)'

2 = x24+1—1. Toutes les limites lorsque A tend vers +oo existent,

en écrivant que x

—1
et on obtient I,, = 2n(l, — I,41) soit I,,; = TI”' Cela permet d’écrire
n-3m-5 31, 1ok —
I = oL =1
" w2 om—4 42l ‘kHl 2k
_ 21—-22m-32n—-42n-5 43211
=22 —-22n—-42n—-4 4422

2n — 2)!
@ =(n— 2"
ou/; = lim Arctanx = /2.

X—+00

Remarque
e On fera attention, lors du calcul a ne pas écrire de fausses égalités comme, par

exemple, I, :/ fu(x)dx.
0

e En effectuant le changement de variable x = tan#, on montrer que /, est I’inté-

/2
grale de Wallis / cos™ 21 dt.
0
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CCP PC 2006

+00 1 1
Existence et calcul de / (Arcsin <—> — —) dx.
1 X X

. .1 1 ) .
La fonction f : x — Arcsin(—) — — est continue sur [1,+o00[ (car la fonction
X x

arcsinus est continue sur [0, 1] et x +— 1/x est continue sur [1,+oo[ a valeurs dans
]0, 1]). Pour prouver I’existence de I’intégrale, en tant qu’intégrale impropre, il suffit
de justifier que I’intégrale de 1 a X admet une limite finie lorsque X tend vers +co.
Si on veut prouver I’intégrabilité de f sur [1,+oo[, on peut chercher un équivalent

simple de f en +00. On a Arcsinu = u + u3/6 + o(u®) lorsque u tend vers 0 d’oil
fx) ~ Pl Donc f est bien intégrable sur [1, +o0[ (on peut également prouver
x—+o0o Ox

la convergence de I’intégrale et justifier que f est positive en utilisant le fait que pour
toutu € [0, 1], on a Arcsinu > u).

Soit X > 1,
1

X2 1- l/x

X
1
/ Arcsin(—)dx = X Arcsin(1/X) — Arcsin(1) +/
1 X

= X Arcsin(1/X) — — +

[ 75

= X Arcsin(1/X) — 5 + argch(X)

X
et / f(x)dx = X Arcsin(1/X) — % + argch(X) — In X. Puisque Arcsinu raJu,

lim X Arcsin(1/X) = 1. Pour X > l,argch(X) = In(X + VX?—1) et

X —+00

argch(X) — InX = In(1 + /1 — 1/X?). Finalement lorsque X tend vers +oo,

on obtient
+00 1 1
/ (Arcsin (-) - —> dx =1-Z 41n2.
1 X X 2

Changement de variable

Si f est une fonction intégrable sur un intervalle / et si ¢ est une bijection de
classe ' de J sur I , alors

(f o ¢) ¢’ estintégrable sur J et /f :/fogo|gp'|.
I J
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Remarque

Pour effectuer un changement de variable a I’aide de ce théoréme, il faut partir de
I’intégrale sur un intervalle / d’une fonction intégrable. La fonction ¢ a pour image
cet intervalle / (on exprime 1’ancienne variable en fonction de la nouvelle). On
peut préférer montrer qu’on dispose d’un %' -difféomorphisme lorsque la nouvelle
variable est donnée en fonction de 1’ancienne, ce qui évite d’avoir a trouver le
changement réciproque.

CCP PC 2006

o 2lnt
Existence et calcul de I = / mmr t.
o (1+83)?
La fonction £ : 1 o 7 oot conti 10, +00[. On a lim f(t) = O et
a fonction f : t — ———— est continue sur . On a lim =0e
(1+13)? oo P

1
fO o o

—+00

= o (1/r).Donc f est intégrable sur R?. Il semble raisonnable
t—+00

de poser u = 13 (on aura du = 3t* dr) dans cette intégrale, soit r = /u. On considére
alors " .

. R+ - R+

¢ . R VK
o est bijective et de classe €', on peut effectuer le changement de variable et
*° f2Int *° 1 In(u!/? 1 [ 1
/ ndt:/ LG )du:/ LI
o (1+13)? o 3(1+u)? 9y (1+u)

Il reste a calculer cette derniere intégrale plus simple, a I’aide d’une intégration par
parties (pour faire disparaitre le In). Soit 0 < a < b,

" nu mul” [* 1
 Qeup ™ = [_1+ML+/“ T
_ 1na_1nb+/”<1_ 1>du
l+a 1+b J, \u u+1
Ina Inb

= i 1+b+lnb—lna+ln(a+1)—ln(b+1)

On s’intéresse séparément aux limites lorsque b tend vers +oo et a vers O :

Inb b Inb
Sachantque Inb —In(b + 1) — 11_1'_ b= In ol lr_li_ = cette quantité est
de limite nulle lorsque b tend vers +o0o. D’ autre part,
Ina Ina alna
1n(a+1)+m —Ina=In(a+1)+ m(l —(l+a)=Ina+1)— P

et cette quantité tend vers In 1 = 0 lorsque a tend vers 0. Finalement I’intégrale I est
nulle.



% Chap. 8. Intégration sur un intervalle quelconque

Remarque
On peut retrouver la valeur différemment, plus rapidement : f est intégrable sur
R} et u — 1/u est une bijection €' de R* sur R*. Alors,

0 +0c0 L6
1 In(l1/¢ 1 t°* —Int
I:/ _2%(__2)‘“:/ _4%‘”:_1’
voo PP (L+1/82) ¢ o tH(1+13)
donc 2l =0etl =0.

TPE PSI 2006
Soit a > 0. Calculer/
0

dx

2

- (on utilisera le changement de variable
l+asin”x

t = tanx).

Le changement de variable proposé ne convient pas sur [0, 7], il faut changer 1’in-

tervalle d’intégration. Soit f(x) = . La fonction f est définie et continue

1 +asin® x

7/2
sur R, elle est également paire et de période 7. Ainsi I = 2 / f(x)dx. On peut
0

exprimer sin” x assez facilement a 1’aide de tan” x puisque sin® x = cos® x tan® x soit
t 2
.2 an” x
sin“x =
1 + tan? x
classe €' de [0, +oo[ sur [0, 77/2[ et f est intégrable sur [0, 77 /2] donc sur [0, 7 /2[

ce qui permet d’effectuer le changement de variable dans I’intégrale

[ = 2/+Oo ! ! d;—z/m ! dt
N o l+al1+27 T ) 1+(a+1)2

1+t
2 oo 1
R
a+1l)y 2+ —

. . 1 t o 1 .
En utilisant le fait que # — — Arctan — est une primitive sur R de 7 — ——— si
a a ?+a

six € [0,7/2[. Lafonction ¢ : ¢ — Arctanz est une bijection de

+00
1 T .
a # 0 et que par conséquent, / ———dt = — sia > 0, on obtient
0o "ta 2a
2 wmva+l — w

Ca+l 2 Va+l

Remarque

e Le changement de variable ¢ = tan(x/2) est valable sur [0, 77[ mais les calculs
sont alors plus longs et compliqués.
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e Afin d’effectuer le changement de variable x = tant¢, on a transformé une
intégrale définie (sur le segment [0, 77 /2]) en une intégrale généralisée (ici sur
[0, 77 /2[). Cette transformation est 1égitime puisque si f est continue sur un seg-
ment [a, b] alors elle est intégrable sur les intervalles [a, b], [a, b[, ]a, b] et ]a, b|
et les différentes intégrales ont méme valeur.

8.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 8.10

CCP PC 2007

+00 1
On définit pour n € N*, [, = /0 Aty
1. Justifier I’existence de I, pour n € N*.

2. A I’aide du changement de variable x = 1/u, montrer que

; 1/+°°1+u2d
= — ——du
T2y 1+urTT

puis a I’aide du changement v = u — 1/u, calculer I;.
3. Calculer alors 1, pour tout n € N* sous forme d’un produit.
4. En déduire la limite de la suite (1,,).

1. La fonction f;, : x est continue sur R* et f,(x) ~ 1/x4” donc f,
X—+00

1
T ey
est intégrable sur R, si n € N* puisqu’alors 4n > 1.

2. La fonction u + 1/u est une bijection de classe €' de R* sur R, donc

0 +00 2
1 1
e [ e [T
+ool+_4 u 0 l+u

u

+00 1 +00 2 +Ool+ 2
Ainsi 21, = / 4du+/ Yodu = / % du. On pose
o l+u o l+u o l+u

@(u) = u — 1/u pour u > 0. La fonction ¢ est de classe €' sur R} avec, pour
tout u > 0,¢'(u) = 1+ 1/u®> > 0. Donc ¢ est strictement croissante sur R* et
réalise un ¢"' — difféomorphisme de R} vers R. On peut donc effectuer le chan-

gement de variable v = (u) (en fait u = 1//_1(1))) dans I'intégrale demandée.
1 Y41 1

On a v’ = uz+—2 —2soitv*+2 = u_2 et '(u) = 1+ —. En écrivant
u u u

wal W ] btient

_ = — |, on obtien

ur+1  ut+1 u?

I 1/+OO—1 d /+oo—1 dv = Ii Arctan | 2 T
— _ — = m rctan = .
T2 T e Aﬁm\f V2) 22
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3. En effectuant une intégration par parties comme dans I’exercice 8.6, on obtient

+oo x4 O x4t p1—1
In = 47’1/(; mdx = 41’1/0 mdx = 4l’l(In — In+l)-

n—1
4n — 1 4p — 1
Ainsi pour toutn € N*, ona I,,,; = Lln etl, =1, H P , soit
4n 4p
p=1
T 1
I, = ——= 1——.
(%)
n—1 1
4, Pour toutn € N*,Inl, = Inl; + Zln(l — 4—) (tous les facteurs du produit
p=1 p
1 1
sont positifs). Or In(1 — —) ~ ——— terme général d’une série divergente a
4p p—+o0 4p
termes négatifs. Donc lim In/, = —ooet lim I, = 0 par composition avec la
n—+oo n—+0o0o

fonction exponentielle.

Remarque

La question de la limite de [,, peut se traiter plus simplement a 1’aide du théoreme
de convergence dominée (voir chapitre suivant) puisque la suite de fonction f,
converge simplement vers la fonction nulle sur R* et que pour tout n € N*, on a

0<fn<fl

Exercice 8.11

Mines-Ponts PC,MP 2006 et 2007
/2
Existence et calcul de Vitanx dx.
0

Posons f(x) = v/'tanx pour x € [0, 7/2[. La fonction f est continue sur [0, 7 /2[.
Il reste a trouver un équivalent de f en 7 /2. Pour & € 10, 7 /2],

1 1
o vtan h h:O h1/2'

et f est intégrable sur [0, 77 /2[. Pour le calcul on va

o o
fG == /tan(5 — b

1
Donc f(x)x_w/2 \/m
effectuer le changement de variable u = f(x) soit x = Arctan(u?) = o(u). La
fonction ¢ est une bijection de classe €' de [0, +oo[ sur [0, 77 /2[ donc ce changement
permet d’écrire

/2 +00 u +00 uz
/ \/tanxdx:/ u du:2/ du
0 0 0

1+ut 14+u*
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Il reste a calculer cette intégrale. On peut le faire assez rapidement a 1’aide de 1’exer-
T

V2

plus usuelle, on peut effectuer ce calcul a ’aide d’une décomposition en éléments
simples, mais c’est assez long.

Exercice 8.12

Mines-Ponts PC 2006

Montrer que la fonction f : t —

cice précédent puisqu’on a prouvé que cette intégrale vaut 2/, = . De facon

Int L
s est intégrable sur |0, +oo[ et montrer
+00 +
que ’intégrale I = f(¢)dt est nulle a ’aide d’un changement de variable
0
simple.
e La fonction f est continue sur R}. On a f(r) ~ Int, et comme la fonction
—

t +— Int est intégrable sur ]0, 1], la fonction f est intégrable sur ]0, 1]. De plus
Int
f@) =

— = o0
t—+00 t2 t—+00
¢ On cherche un changement de variable simple, qui transforme R} en lui méme et
qui ne change pas trop le terme In¢. On considére u — 1/u qui est bijective et de
classe €' de R* sur R}. Alors

0 +00
1 :/ ln(l/?) (—%) du = —/ lnuzdu =1
00 |4 u 0 1+u

u?

1
(t3/2) , donc f est également intégrable sur [1, +o0].

Doncl = —ITetl =0.

Exercice 8.13

d’aprés CCP PC 2007
+00
Pour n € N, on note I, = / sin?'(1) e~ dt.
0

1. Justifier I’existence de I, pour n € N et calculer /
2n(2n — 1)

2. Montrer que pour toutn € N*, ona [, =
4n? +1

I,,_1. En déduire, pour
n
n € N*, une expression de 7, en fonction de n et du produit 1_[(4k2 +1).
k=1
2n2n —1)
4n? + 1
voisinage de +o0o. En déduire la limite de la suite /,,.

3. Pourn > 1, on pose v, = . Déterminer un équivalent de v, — 1 au
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1. La fonction f, : t — sin®(f)e”" est continue sur R*. Pour tout t € RY,
| /()] < e "etr— e " estintégrable sur [0, +oo[, donc f, I'est également.
A

Iy = lim e'dt= lim 1—e¢ 4 =1.
A—+00 0 A—+00

2. Soit n € N*. On intégre par parties sur [0, A] avec A > 0 (les fonctions utilisées
sont bien de classe €' sur [0, AD.

A A
/ fuydi = [—e"sin™ 1] +2n / e (sin”'tcost) dt
0 0
+00

soit I, = 2n / e’ (sinz”_1 t cos t) dt. On effectue une seconde intégration
0

par parties qui donne

+00
I, = 2n </ e ! ((2n — 1sin® "%t cos’t — sin*" t) dt)
0

= 2n < / - e (2n — D)(sin™?1)(1 — sin® 1) — sin™ ¢) dt> ,
0

c’est-a-dire I, = 2n (2n — 1)1, — 2n1,) d’ou I, = 2n(2n — 1)1, — 4n’1, et

I 2n(2n — 1)
T a2y E
n n
2k(2k — 1
On obtient 7, = [] <%> Ip. Le produit [J@k)@k — 1) vaut
k=1 k=1
. (2n)!
(1.2).3.4)...((2k — 1)(2k)) ... (2n — 1)(2n) = (2n)!, ainsi [, = ————.
[+ 1)
k=1
4n* -2 —2n —1 1
3. Onav,—1= %—1 = Jﬁ ey o Tous les termes de la suite v,
n
-1
sont positifs, In [, = Z In(vy) avec v, de limite 1 etlnv, ~ v,—1 ~ —.
— n—+00 n—+o00 2n
n
Ainsi la série de terme général In v, est divergente et lim Z Inv, = —o0. Par
n—+oo
k=1

composition avec la fonction exponentielle, on obtient lim 7, = 0.

n—+o0o
Exercice 8.14

TPE PSI 2007
Prouver I’existence de 1’intégrale suivante et calculer sa valeur

/ *+% Arctan 3x — Arctan x J
0 X

X.
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) Arctan 3x — Arctan x )
o Existence : on pose f(x) = pour x > 0. La fonction f est

continue sur R}. Si on prouve la convergence de 1’intégrale, on aura alors prouvé
I'intégrabilité de f sur R} puisque la croissance de Arctan assure que f est posi-
tive sur ]0, +oo[. On peut prouver indépendamment I’intégrabilité sur R}. On a
3x —x+o(x .
fx) = 3¢ = x +olx) lorsque x est proche de 0, et f(x) admet pour limite 2
X

lorsque x tend vers 0. Donc f peut se prolonger par continuité en O et f est inté-
grable sur 0, 1]. C’est plus compliqué lorsque x devient grand. On peut utiliser la
relation Arctanu = 7 /2 — Arctan 1 /u si u > 0, ce qui donne (par développement
limité) :

Arctan(%) — Arctan(%) 2

xX)= —.
fx) P e 302
On peut également utiliser I’inégalité des accroissements finis sur [x, 3x] appliquée
1 2x
a g = Arctan avec su 1)) = —— cequidonne |f(x)| < ——— < —
8 te[xgx]|( )| 1+X2 q |f( )| ~ )C(] +X2) = xz

pour conclure quant a I’intégrabilité de f sur [1, +oo.

o Calcul : la premiere idée est d’intégrer par parties. Cependant cela ne donne rien :
on dérive Arctan mais il faut alors intégrer x — 1/x en In, ce qui donne une autre
expression compliquée. Soit 0 < a < b.

b Arctan 3x — Arctan x b Arctan 3x b Arctan x
Iy = dx = —dx — —dx

X X X

o . dx
En effectuant le changement 1 = 3x dans la premiere intégrale, la partie — se
X

du . .
transforme en —, on va alors se ramener a deux intégrales d’'une méme fonction :

u
b Arctan u b Arctan x b Arctan x 34 Arctan x
I, = —du— ——dx = ——dx— —dx.
3a u a X b X a X

La croissance de Arctan donne

b Arctan b b Arctan x 35 Arctan 3b
——dx < ——dx < —dx
b X b X b X

3b
Arct
Arctan(b) In3 < / Arctanx dx < Arctan(3b) In3

b X

soit

3b
Arctan x ™
et par encadrement / —— dx tend vers b} In 3 lorsque b tend vers +oco. Le

b X
R o 3¢ Arctan x
méme encadrement en 0 donne une limite nulle pour ——  dx lorsque a
X
a

tend vers 0. En conclusion

*° Arctan 3x — Arct
/ rctan 3x rcanxdx:zln&
0 X 2
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Remarque
Beaucoup d’exercices sont construits sur ce modele. On peut appliquer une
flax) — f(bx)

méthode semblable pour les intégrales de fonctions du type g, : x +—
X

ol f est continue sur R*. Plus précisément,

+OOM
t

e si

+00 b
dt converge, alors / gap(t)dt = f(0)In —.
1 0 a

+0o0 b
e si f admet une limite finie £ en +oo, alors / gap()dt = (f(0) — £)In —.
0 a

Exercice 8.15

Centrale PC 2005, CCP PC 2007

+oo _: 3 +o00 _: 3
. . sin” t sin” ¢
1. Justifier I’existence de J = / > dtetde I(x) = / 2 dt pour
0

X

x > 0.

2. Déterminer des réels « et 8 tels que, pour x > 0,

*o0 sint *+°° sin 3¢
I(X):CV/ t—zdt+ﬂ/ 2 dt.
X X

3x .
3sint
3. En déduire que pour tout x € R}, I(x) = / % dt.
X
3 gint ]
4. Montrer que liH(l) / e dt — / " dt | =0, et en déduire la valeur de
X x x

J.

5. Montrer que I peut se prolonger en une application dérivable sur R* et préci-
ser la dérivée en 0.

sin’ ¢

2
: 1 o 1

0 (puisque g(¢) ~oE s 1) - donc g est intégrable sur ]0, 1] - et |g(¢)| < ol
—

donc g est intégrable sur [1,+o00[. Ainsi g est intégrable sur R} ainsi que sur tout
intervalle [x, +oo[ car [x, +oo[C]0, +oo[ si x > 0. Tout cela garantit I’existence

de Jetde .

1. On note g(t) =

La fonction g est continue sur ]0,+oo[, tend vers O en

. . . . . 3sint — sin 3¢ )
2. En linéarisant sin’ 7, on obtient sin’t = — 1 On peut alors séparer

I'intégrale définissant /(x) en 2 (chacune des 2 fonctions qui apparaissent est
intégrable sur [x, +oc[) et on obtient le résultat avec & = 3 /4 et B = —1/4.
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8.2 Exercices d’entrainement @

sin 3¢
12

3. Puisque t — est intégrable sur [x, +oo[, on peut effectuer le changement

de variable t = u/3 (I’application u — u /3 est une bijection €' de [3x,+o0[ sur
[x, +00[, ce qui donne

3 [+ sint 1 [™° 9sinu 3 [ sint
I(x)="2> —dt — - ——du="> ——dt.
*x) 4/x 2 4/3x 3.2 4/x 2

3x 3x 3x
t 1 t—t I—1
4, / %d / ~di = / Smt . On définit (1) = ntz sur 10, +oof,

3
t
prolongée par continuité en O par O (sint — ¢t ~ ——) On note alors H un pri-

t—0

mitive de & sur [0, +oo[ (elle existe puisque 4 est contlnue sur [0, +oo[). On écrit

¥ sint — ¢
/ 2 = H@B3x) — H(x) qui tend vers H(0) — H(0) = 0 lorsque x tend

3x
1
vers 0. Finalement /(x) — 1 / —dt = I(x) — - ln3 tend vers O lorsque x
i
tend vers O et ainsi lirr(l) I(x) = 1 In3. Puisque g est intégrable sur ]0,+oo],
X —>

J = hmI(x) 3ln3

+00 X
5. Pour x > 0, on peut écrire I(x) = / g(t)ydt — / g(t)dt ce qui donne le fait
1 1

que I est une fonction de classe €' sur RY avec I’ = —g. De plus I(x) admet

une limite finie lorsque x tend vers O (question précédente), et pour tout x > 0,
-3
sin” x
I'x) = -

donc lin}) I'(x) = 0 (voir premiere question). Donc I peut se

prolonger en une fonction de classe €' sur R, avec 1(0) = J et I'(0) = 0.

Exercice 8.16

Soit f : [1,+oo[— R continue et telle que f(t)dt converge. Montrer que

1
0]
1

+00

dt converge.
1

La difficulté vient du fait que f n’est pas forcément de signe constant, si bien que la

f@)

seule majoration intéressante que 1’on pourrait obtenir est ’— | f(@)]sit >

mais cela n’aboutit pas car on ne sait rien sur I’intégrabilité de f sur [1,+oo[. On
revient alors a la définition de la convergence. Appelons F la primitive de f sur
X

[1,+o00[ qui s’annuleen 1 : Vx € [1,+o00[,ona F(x) = / f(t)dt. La convergence
1
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+0o0

de f(¢)dt signifie, par définition, que F admet une limite finie en +oo. Pour
1

tout x > 1, par intégration par parties sur [1, x] (les fonctions sont bien de classe %!
sur ce segment),

dt
X 1 12

/* 10 gy - F0 _FD), / F)
1 1

De plus F est continue sur [1, +oo[ et admet une limite finie en +00 donc F est bornée

F(x)

sur [1,+oo[. Notons M un majorant de F sur [1,+o0o[. Ainsi lim —— = 0. Pour

x—+00 X
F(t)

F(t
toutr € [1,+00[, on a < t_ Donc ¢t — % est intégrable sur [1, +ool,

@
Iintégrale / ¥ dt est donc convergente et finalement, / ) dt admet une
1

+00

limite finie lorsque x tend vers +oo ce qui signifie bien que f( dt converge.

1
+00 +o0
. t F(t
On obtient, de plus, / & dt = / #
1 4 1 4
+00
Le fait d’avoir la convergence de f(¢)dt n’apporte aucune information sur

le comportement de f au Voisinagelde I’infini (limite, équivalent ou domination).
Dans ces exercices théoriques, on ne pourra jamais se diriger vers des méthodes
exploitant le comportement de f. Il est alors fréquent de passer par une primitive
puisque I’hypothese permet d’avoir ’existence de la limite en +0co pour cette
primitive.

Exercice 8.17

D’aprés plusieurs concours

1. Soit f continue, décroissante et intégrable sur ]0, 1]. Montrer que

st ()= o

2. En déduire que Vnl o~ iy

n—+oo @

3. Déterminer lim

1
Jm D =
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1. On ne peut bien entendu pas directement appliquer le résultat sur les sommes de
Riemann puisque la fonction f n’est pas continue sur le segment [0, 1]. On va
donc encadrer la somme par des intégrales. Soient n € N* et k € [[1,n — 1]].

. . k k+1
Puisque f est décroissante sur [-, ——], on a
n’ n

k+1—k k+1 (k+1)/n k+1—k k
sl < / Fayar < LR &
k/n n n

En sommant ces inégalités pour k allant de 1 a n — 1, on obtient

kel 1, k
—Zf( ' / fwde <3 5,
k=1

n

c’est-a-dire
n—I1

1 Lk !
eS| fwde < Zf( ).
n - — n 1/n
k=2
1
De plus, pour tout ¢ € ]0, E]’ f est minorée par f(;) et f estintégrable sur ]O, 1],

1 1/n
on a donc également — f(—) < f(t)dt. Cela permet d’obtenir, en ajoutant
n n 0

1 n k 1
a I’inégalité précédente, — Z f(5) < / f(t)dt. On a également
n n 0

fd
—Zf()— Zf() ()2 fyd+ I

1/n

ce qui donne ﬁnalement l’encadrement

1 k
f(l)dt f( ) — — / f(t)dt.
1/n n =1 I’l
1
f estintégrable sur ]0, 1] donc la limite lorsque n tend vers +oo de f(t)dtest
1/n

/ f(t)dt et f(1)/n tend vers 0. Par encadrement, on obtient le résultat demandé.
0

vn!
2. Pourn € N*, onnote u, = —.Ona
n

Inu, = % <kz::11nk> —Inn = % <k2::11n (S)) :

La fonction f : x — —Inx est continue, décroissante et intégrable sur ]0, 1]. La

1
question précédente entraine lim —Inu, = — / Inx dx, c’est-a-dire
n—+oo 0
lim lnun—hm [xlnx—x] =—1.

n—+0o0o
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. . _ . n n
Finalement lim u, =e I ce qui donne vn! ~ —.

n—+00 n—+oo e

n—1 n—
1 1 k
3. Pourn € Navecn > 2, on définitv,, = g —————.Onav, = — g f <—>
P Vk(n — k) ne n

1 . . o
ol f(x) = \/ﬁ La fonction f est continue sur ]O, 1[, décroissante sur
x(1—x
10, 1/2] puis croissante sur [1/2, 1[. On généralise le résultat de la premiere ques-
tion pour des fonctions monotones et intégrables sur des intervalles ]a, b] ou [a, b[
(a et b réels). On sépare la somme en deux sommes, [’une ou I’indice k varie de 1
a E(n/2) et I’autre o 'indice k prend les autres valeurs. On obtient alors

1/2 1 1 dt
li n = d dt = - =
lim v /0 f@) t+/1/2 f@)dt /0 )

On peut calculer I'intégrale de différentes fagons : soit de fagon usuelle, en écri-

1 . . . . N
vant (1 —t) = 1= (t— 5)2 et en intégrant a I’aide de la fonction arcsinus, soit &

I’aide d’un logiciel de calcul formel.

8.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 8.18

Centrale PC 2007K
s1nt
Soit F la fonction x — / ——dt

1. Montrer que F est définie, continue et dérivable sur R}.

COS x

2. Montrer que F(x) = + 0(—) lorsque x tend vers +00.

3. Montrer que F(x) S Inx.

+00 +00 Sin[
4. Montrer que F est intégrable sur R} et que / F(t)dt = / - dt.
0 0

5. Montrer qu’il existe un unique réel » € 10, 7] tel que F(r) = 0.

) sint . . N
1. La fonction f : t — - est continue sur R} donc sur tout intervalle [x, +oo[ ol

1
x > 0,et|f(r)] < =, donc f estintégrable sur tout intervalle [x,+oo[ si x > 0.

+o0

Pour x > 0, F(x) = f@)dt — / f()dt, ’application x — / f(@)dt
1 1 1

est de classe €' sur R} (c’est la primitive de f qui s’annule en 1), donc F est de

classe ' sur R} de dérivée — f.
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2. On va intégrer par parties afin d’augmenter le degré du dénominateur dans 1’inté-
grale. Soit A > x > 0,

A . A A
Sin ¢ — COSt coSst
/ —Zdt: |: 2 :| —2/ —3dt,
.t t . . 1

) cos X cost
ce qui donne, lorsque A tend vers +oo, F(x) = — = / ——dt. On a
X X

bien le premier terme demandé. Il reste a montrer que la nouvelle mtegrale est un
o(1 /x3). La premicre idée consiste a écrire

+00 2 1
2/ costd / ‘cost)d / 2,1
. 13 . B x?

mais la majoration est trop forte. On doit réintégrer par parties comme précédem-
ment,
+00 . +00 :
cost sin x sint
. t x . t

Le premier terme est un 0(1 / x%), le second aussi en majorant la valeur absolue

1
de I’intégrale par / —dr =

X3
3. On cherche d’abord a comprendre comment va apparaitre le terme In x. On sépare

I’intégrale en deux afin de ne pas conserver une difficulté en +0o0 en écrivant
+00

1
F(x) = f@®de + / f()dt et on étudie cette seconde intégrale. On a
1 x

1 1 .
f@) ~ 7 ett — n n’est pas intégrable sur ]0, 1] et on s’attend donc a ce que
t—

1 1
1
/ f(t)dt se comporte comme / n dt = —Inx. On évalue la différence :

D/sint 1 D /sint —1
P N —s ) dt.
.o\t t . t
sint — ¢ ‘ L
Onnote g : t — —a pour tout ¢+ € ]0, 1] prolongée par continuité en

0 par 0. On note de nouveau g la fonction prolongée sur [0, 1], elle est conti-

1 1
nue sur [0, 1] ce qui implique que / g(t)dt tend vers la constante / g(t)dt.
X 0

1 .
.. sin ..
Ainsi / e dt — (— Inx) tend vers une constante, et In x admet une limite —oo
X

lorsque x tend vers O donc

1
sin ¢
5 dt ~ —lInx
x I x—0



% Chap. 8. Intégration sur un intervalle quelconque

+00

Puisque f(¢)dt est constant et donc négligeable devant —Inx en 0, on a le
1
résultat souhaité.

4. La fonction F est continue sur |0, +oo[. On a F(x) ~o In x et la fonction loga-
xX—

rithme est intégrable sur ]0, 1] donc F également. De plus, |F(x)| = O(1 /xz) en
+00 donc F est intégrable sur [1, +oo[. Finalement F est bien intégrable sur R}.

Le résultat le plus simple concernant F est la valeur de sa dérivée. On imagine
donc qu’on va intégrer par parties. Soit 0 < & < A,

A A
/ F(x)dx = [xF(x)]g‘—/ xF'(x)dx

A
= AF(A)—SF(8)+/ xx—dx

Or eF(g) ~ —elne de limite nulle lorsque A tend vers +o00,

e—

AF(A) = CT +0(1/ A?) de limite nulle, ce qui donne en prenant les limites

+00 +00 :
/ F(x)dx = / Sy dx.
0 0 X

sin x . A
5.Vx € 10, 7], F'(x) = ———= < 0. Donc F est décroissante sur ]0, 7], et méme
X

2
strictement décroissante puisque F’ ne s’annule qu’en 7. La fonction F admet
une limite infinie en 0. Il reste a monter que F(7) < 0.

+00 (n+1)m

F(m) = fyde=>" / f(0)dr.
n=1

o nwm

(n+1)m T

+

On pose I, = / fdt = / M du par changement de variable
nm 0 (Lt + n7T)

t = u+nm Orl, = (—1y' /W( sin(u)
0

Gt nm)? du = (—1)"u,. Puisque la fonction

sinus est positive sur [0, 7],

o o

sin(u) sin(u) 7 sin(u)
o @+ Dm2 Sy wanm2 Sy iy

o

sin(u)

o ((n+1)m)?
ainsi qu’une limite nulle pour cette suite. Par le critere spécial des séries alternées,
la somme de la série est du signe de son premier terme, ¢’est-a-dire négatif. Donc
F(m) <0.

donc 0 < uyyy < du < u,, ce qui donne la décroissance de (u,,),
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Exercice 8.19

Polytechnique-ESPCI PC 2005

1. Montrer que les fonctions ¢ +— Insint et t+ — Incost sont intégrables sur
10, 7 /2[. On appelle alors I et J la valeur de ces intégrales. Montrer que
I=1.

2. Trouver une relation entre / + J et [.
3. En déduire la valeur de [ et de J.

1. Soit f : ¢ — Insinz. Cette fonction est continue sur ]0, 7 /2] car t — sint est
continue sur ]0, 77 /2] a valeurs dans ]0, 1] et In est continue sur ]0, 1]. En revanche
liH(l) f(t) = —oo. Or pour ¢ proche de 0, on a sint = t + o(t) = t(1 + o(1))
t—

et f(t) = Int +In(1 + o(1)) = Int + o(1) donc f(t) Nolnt. Ort — Int est
—

continue et intégrable sur ]0, 77/2]. Donc par comparaison, f est intégrable sur
10, 77 /2]. Puisque cos u = sin(7/2—u), on va appliquer le changement de variable
t = 7/2 — u dans la premiére intégrale. La fonction ¢ : u +— /2 — u est une
bijection de classe €' de [0, 7/2[ sur ]0,7/2] et f est intégrable sur ]0, 77 /2]
donc u — f(p(u)).¢'(u) = — In(cos u) est intégrable sur [0, 7/2[ avec

/2 0
/ Insint dt = —/ In(cos u) du
0 w/2

2. Bien entendu / + J = 21 mais ce n’est pas cette relation qui est attendue.

/2 /2 in2¢
[+J = / In(sinf cos 1) dt = / (222 g
0 0

2
/2 /2
= / 1n(sin2t)a’t—/ In2dt.
0 0

Puisque u +— u/2 est une bijection €' de 10, 7] sur 10, 77 /2], on peut appliquer le
changement r = u/2 dans la premiére intégrale, ce qui donne

/2 1 T 1 T
/ In(sin 2¢) dt = / In(sinu)du = - [ I +/ In(sinu)du | .
0 2 Jo 2 /2

c’est-a-dire I = J.

On peut appliquer le changement u = & — ¢ dans l'intégrale restante et
/ In(sinu) du = I. Finalement
/2

1 T T

3. Toutceladonne I = J = _r In2.



Théeoréme de convergence
/ dominée et applications

9.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

9.1.1 Théoréme de convergence dominée

Soit (f,).en une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle 7 de
R.Si:

(@) (fn) converge simplement vers une fonction f sur /,

(ii) la fonction f est continue par morceaux sur /,

(ii7) il existe ¢ continue par morceaux et intégrable sur / telle que

Vx € I,Vn € N, | f,(x)| < o(x),

alors f estintégrable sur I et lim fa(x)dx = / fx)dx.
n—+oo I I

Remarque
¢ Bien entendu, on peut utiliser une suite de fonctions définie seulement a partir
d’un certain rang ny € N.

e [’hypothese de domination est fondamentale et ne peut pas étre remplacée,
par exemple par une hypothese de convergence uniforme (voir exercice 9.4,
page 211).

e [’hypotheése de domination entraine que chaque fonction f, est intégrable
sur /.

CCP PSI 2005

Pour n € N*, soit la fonction f,, définie sur R* par f,(x) =

sin(nx)
1+nx+x2
1. Montrer que pour tout n € N*, la fonction f,, est intégrable sur R*.

+0o0

2. Déterminer la limite de < fn(x) dx)

0 n>1
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1
1+x2

1. La fonction f, est continue sur [0, +o00[ et pour tout x > 0, | f,(x)| <

Puisque ¢ : x — 5 estintégrable sur [0, +oo[, f, I'est également.

1+x

2. Les hypotheses de continuité et de domination ont été obtenues dans la ques-
tion précédente. Il reste a étudier la convergence simple de la suite de fonc-

1
tions. Si x > 0, |f,(x)] < -~ et lirP fux) = 0.Six =0, f,(00 =0

pour tout n € N*. Donc (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur

[0, +ool, fonction continue sur R*. Le théoréme de convergence dominée donne
+00

lim fu(x)dx = 0.

n—+0o0 0

CCP PSI 2005
OO L4

0 VI+1™

déterminer la limite de la suite ().

On définit pour n > 2,1, = dt. Prouver I’existence de I, et

1+ .
e La fonction

Vi+t

Soit n un entier supérieur a 2 et f,, définie sur R} par f,(t) =

fn est continue sur ]0, +ool.
On étudie la limite simple de cette suite de fonctions :

. . 1

e sit €0, 1[ alors nl—l}}-loo fu(@) = N

e sit = lalors f,(1) = 1pourtoutn > 2et lim f,(t) =1,
n—+o00

t
e sit > 1alors f,,(t) ~ yors et lim f,(¢) =0.
n n—+oo

—+00

Donc f, converge simplement sur R} vers la fonction f définie par

1 .
Fx) = ﬁ six €]0,1]
0

six >1

La fonction f est continue par morceaux.
Il reste 2 dominer cette suite de fonctions. Il est clair que la majoration de | f,,(x)| va
étre différente suivant que x € ]0,1Joux > 1. Soitn > 2:
) 2x" 2 2
esix > 1,|f,(x) < Pl < et

2
N

e six €]0,1], [fu(x)] <
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2 2
Soit ¢ définie par ¢(x) = — six > let ¢(x) = —= six € ]0, 1]. La fonction ¢ est
X Vx
continue sur R}, intégrable sur ]0, 1] et [1, +oo[ donc sur R}, et pour tout n > 2 et
x >0, | f(x)] < @(x). On peut appliquer le théoreme de convergence dominée et

+00

. o B ]dx_ 1
lim I, = f(x)dx—/o N 2vx], =2

n—+00 0

Quelques pistes pour trouver une bonne fonction qui domine

La réponse n’est pas toujours simple mais on peut donner quelques idées géné-
rales.

e On commence par détecter les facteurs indépendants de n, on les factorise et on

ne cherche surtout pas a les majorer pour simplifier I’écriture (par exemple en
1 1

s par o on crée un probleme d’intégrabilité au voisinage de 0).
e Si la limite simple fait apparaitre plusieurs intervalles, on peut chercher une
domination sur chacun des intervalles (1’écriture d’une fonction dominante peut
faire apparaitre plusieurs intervalles).

majorant

o Il reste a majorer les termes qui dépendent de n. Plusieurs méthodes sont pos-
sibles : majoration directe (par exemple | sinnu| par |nu| ou par 1), minoration
d’un terme positif par 0 (au dénominateur), étude de la suite ou d’une fonction

. . 1
associée (en remplacant n par une variable ¢ dans R), encadrement de — entre
n
letO..

CCP PSI et MP 2007
Soit f € €°(R*,R) bornée et telle que f(0) # 0. Déterminer un équivalent en
+00

linfini de I, = f(te " dt.
0

Pour n € N*, on considere la fonction f,, définie sur R* par f,(t) = f(t)e”"". On
note M un majorant de | f| sur R*. Pour toutn € N* et € RY, | f(£)e™"'| < Me™".
Comme la fonction ¢ — e~ est continue et intégrable sur R, pour tout n € N*, la
fonction f, est continue et intégrable sur R*. Cela permet de justifier I’existence de
I, pour tout n € N*. De plus ( f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur R}.
L’application du théoréme de convergence dominée donne seulement lim 7, = 0.

n—+oo
Pour déterminer un équivalent de I,,, on effectue le changement de variable linéaire
u — u/n dans I,, ce qui est possible puisque la fonction f, est intégrable sur R™.
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) I e u . u

On obtient [, = —/ f (—> e "du. La fonction g, : u — f(—)e " est défi-
n Jo n n

nie et continue sur R*. La suite de fonctions (g,),en+ converge simplement sur

R*, vers la fonction continue g : u — f(0)e™", et pour tout n € N* et tout

u>0,|g,(u) < Me™". Le théoreme de convergence dominée entraine
+00

lim gn(uw)du = f(O)/ Ooe_” du = f(0).
0 0

n—+0o0

0
Puisque f(0) # 0, on obtient I,, ~ IA ).

n—+oo nN
Exercice 9.4

(PSI)

n,—t

Soit n € N. On définit la fonction f, sur R* par f,(¢) = p

1. Etudier la convergence simple puis uniforme de la suite de fonctions ( f,). On
note f = lim f,.

n—+oo

+00

+00
2. Comparer lim / fa(t)dt et f@)dte.
n—+0o0 0 0
3. Que peut-on en conclure ?

. L. " .
1. Pour tout € R*, la suite numérique <'> converge vers 0. La suite de fon-
n!

tions (f,) converge simplement sur R* vers la fonction nulle. La fonction f,
—t

e
est de classe €' sur R* et, pour tout 1 € R*, on a flit)y = (n — t)tn—li"
n

L’étude des variations de f,, donne, pour tout » € N, un maximum pour f, valant

funy =15

n-e

. La fonction f, est positive, si bien que
n!

A :
Julloo ke = = e Jom

La suite de fonctions ( f,,) converge uniformément sur R*.

(formule de Stirling).

+00 1" 1
2. Pour tout n € N, on a frn®)dt = @ = 1 (voir exercice 10.9
n!
+o<(>) +00
page 244), donc lim fa(t)dt = 1. En revanche f@)dt =0.
n—+oo 0 0

3. La convergence uniforme sur R* n’est pas suffisante pour permuter limite et inté-
grale.
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9.1.2 Permutation série-intégrale

Théoréme d'intégration terme a terme

Soit (f,)nen une suite de fonctions définies et continues par morceaux sur un
intervalle 7. Si
(i) la série de fonctions Z fn converge simplement sur /,
+00
(ii) la fonction § = Z f» est continue par morceaux sur /,
n=0
(iii) pour tout n € N, f, est intégrable sur /,

(iv) la série numérique Z / | fu(2)| dt converge,
I

+00
alors S est intégrable sur [ et / S@)dt = Z / fa()dt.
I o/

Remarque
— La derniere hypothese du théoréeme précédent est fondamentale (voir exer-
cice 9.9, page 216)

— La convergence normale (et/ou uniforme - PSI) de la série de fonctions Z I

n’est ni nécessaire, ni suffisante pour permuter somme et intégrale sur un inter-
valle non borné.

Pour n € N*, on définit la fonction f, sur R} par f,(x) =

n+n?x?
+00
1. Montrer que Z fn converge simplement sur R}. On note S = Z Ja-
n=1
2. Montrer que S est continue sur R7.
+00 ar +00 1
3. Montrer que S est intégrable sur R} et / S@)ydt = — Z —.
0 2 | n3/2
n—

. 1 L ‘.
1. Soitx > 0.0Ona f,(x) ~ —— etla série numérique E fn(x) converge. La
n—+00 N2X
série de fonctions E f» converge simplement sur R7.

2. Pour tout n € N*, la fonction f, est décroissante et positive sur R}. Cela donne

1 .
| fulloo Rz = e et Z fa ne converge pas normalement sur R}. Soit a > 0. Pour
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tout x > a,ona |f,(x)| < fu(a). Puisque Z fn(a) converge, la série Z I

converge normalement sur [a,+oo[. Chacune des fonctions f, est continue sur
R}, donc S est continue sur tout intervalle [a,+oo[ oit @ > 0. Finalement S est
continue sur R}.

3. Soit n € N*, La fonction f;, est continue sur [0, +oo[, et pour A > 0, on a

A A A
/ | fu(®)] dt = / fu)dt = %/ ! dt = Lzﬁ Arctan(A+/n).
0 0 n= Jo n

2+1

n

+00

) +00 T . 1
On obtlent/0 | fu()| dt = ; ) dt = 27 La série Z peYE) converge.

Le théoréeme d’intégration terme a terme donne d’une part I’intégrabilité de S sur

+00 T +00 1
R, et d’autre part/o S)dt = B} Z:l PEYER
n=

Navale PC 2005, TPE MP 2006

1

1. Montrer que t — t*~'e™" est intégrable sur ]0, +oo[ si et seulement si x > 0.

+00
On note alors I'(x) = / e dt.
0

1 +00

_ —(n+)t

2. Montrer que, pour ¢ > 0, a1 g Oe .
-

+0o0

too ¥ F'x+1
3. En déduire que pour tout x > 0, /0 pr— dt = Z %

n=1

1

1. Soit x € R et h, la fonction définie sur 0, +oo[ par h,(t) = t*~ e~". La fonction

. . 1
h, est continue sur R}. Par croissances comparées, on a h,(t) = o <t_2 , et
t—+00

h, est intégrable sur [1, +oo[. De plus, &, () ~ *lett — 7! est intégrable
—

sur ]0, 1] si et seulement si x — 1 > —1. Finalement %, est intégrable sur ]0, +o0[
si et seulement si x > 0.

+00

) _ 1 1 1 LR ()
2.Sit > 0,alors |[e”'| < 1et =————=—>) ¢ :Ze .
=0

el — 1 el']l —e! el
n=0

3. Pour tout n € N, la fonction f,, : t — e~ D" est continue, positive et inté-

grable sur [0, +oo[ (méme démonstration que dans la premiére question). La série
+00 X

Z fn converge simplement sur ]0, +oo[, et pour tout r > 0, Z (@) =
n=0

el —1°
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+00
La fonction S = Z fn est continue sur ]0, +oo[. Pour n € N,
n=0

+00 +00 +00 X
/ |fn(t)| dt = / txe—(n+l)t dt = / ( u ) e du
0 0 0 n+1 n+1

caru — u/(n+1) est bijective et de classe €' de R vers R et f, est une fonction
intégrable sur R}, ce qui autorise le changement de variable. On obtient

+o0 1

1
(n+ 1)’“rl

+00 tx F + 1
terme a terme entraine/(; o — 1 dt = Z (:lcx ) 1) Z ( + 1)x+1 :

n=1

Comme x + 1 > 1, la série Z converge. Le théoreme d’intégration

Dans ce genre d’exercices (transformation d’une intégrale en la somme d’une
série), I’idée est de décomposer 1’'une des fonctions a 1’aide d’une série de fonc-
tions. On est souvent amené 2 utiliser un développement en série entiere d’une
fonction. Fréquemment, on utilise la somme de la série géométrique ou celle de
la série exponentielle.

9.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT
CCP PSI 2006, Mines-Ponts PC 2007, MP 2006
Pour n € N*, on pose I,, = /+0<> e dx.
1. Quelle est la limite de 1, ?1

N 1 +00 ,—y
2. A l’aide d’un changement de variable, montrer que /, ~ — / € dy.
1

n—+o0o N

1. On appelle f, la fonction définie sur [1,+oo[ par f,(x) = e, On étudie la
convergence simple de cette suite de fonction :

Jim h == g, 557

La suite de fonctions (f,) converge simplement sur [1,+oo[ vers f, fonction
continue par morceaux sur [1,+oo[. De plus, pour tout x > 1 et pour tout
n>1l,onax" > xet0 < f,(x) < e *. Donc, pour tout x € [1,+o0] et
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pour tout n € N*, |f,(x)] < e *. Comme la fonction x +— e~ est conti-

nue et intégrable sur [1,+oo[, le théoréme de convergence dominée implique

+00
lim I, = f@®)dt = 0.
n—+o0o 1
2. D’apres ce qui vient d’€tre montré, la fonction f, est continue et intégrable sur
[1, +oo[. L’application ¢ : u +— u'/" est une bijection de [1, +ool sur [1, +oo, de

+00 1 +00 e—u
classe "', donc I, = —e "y "V du = — u/"_ qu.
1 n n Ji u
—u

On pose pour u > 1, gu(u) = u'/"“—. Puisque u'/" = /"
u

, on a, pour
—Uu

. e
tout u > 1, lim g,(u) = ——. De plus, pour tout u > 1 et tout n € N*, on
n—+0o u

—Uu

e _ _ _y PN
algn(u) < u— = e “etu — e " estintégrable sur [1,+oo[. Le théoreme
u
+00 +00 —Uu
de convergence dominée entraine lim gn(uw)du = / du. Cette
n—+oo 1 1 u

derniere intégrale est non nulle (intégrale d’une fonction continue, positive, non

1 +00 —u
identiquement nulle sur [1,4+o0[), d’ou [, ~ — / ¢ du.
1

n—+oo n u
Exercice 9.8

CCP PSI 2006
2t

1. Montrer que pour tout ¢ € [0, 77/2], ona — < sint.
o

2. On pose, pourn > 1,

n
(1 _ sin f) six [0,
Ja(x) = n . n77'2
0 si x> >

+00
Déterminer la limite des suites ( f;,(x)) et ( Ju(x) dx> .
0

1. La fonction sinus est concave sur [0, 77 /2]. La corde qui passe par les points (0, 0)
et (7/2,1) d’équation y = %x est sous la courbe représentative de sinus (sur
[0, 7 /2]) et pour tout ¢ € [0, 77 /2], on a sint > 2—7:

2.S50itx € Rtetn € N*. Sin < 2_x alors f,(x) = 0. Sin > 2_x on a
x/n € [0,7/2[ donc 1 — sin(x/n) > O,Wd’ofl "

fulx) = (1 — sin %)n = exp (n In(1 — sin %)) .
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. . L X
Puisque lim sin — = 0, on a lorsque n tend vers +oco,
n—+oo n

. X . X X ~ .
nln (1 —sm—) ~ —nsin —~—n— = —x (méme si x = 0).
n n n

La continuité de la fonction exponentielle sur R entraine lim f,(x) = e = f(x).
n—+oo

La suite ( f;;) converge simplement vers une fonction continue f sur R,.
Déterminons une fonction intégrable sur R* et indépendante de n qui domine la
suite de fonctions (f;,) : Vx € [0, %[, x/n € [0,7/2[ et —sin(x/n) € ] — 1,0].
On a également In(1 +u) < usiu > —1.D’ou

0 < fn(x) < exXp (}’l(— sin i)) < exp <n(—2—x)> = exp <_2_X> .
n niw

T

2
On note alors ¢(x) = exp (__x> pour x > 0.0na0 < f,(x) < o(x) si
o

nmw . . _ nm
x € [0, 7] d’aprés ce qu’on vient de montrer, mais également si x > BN

puisqu’alors f,(x) = 0. Ainsi Vx € R",Vn € N*,|f,(x)] < ¢(x). Comme la
fonction ¢ est continue et intégrable sur R*, le théoréme de convergence dominée

implique
+00 n /2 X A\n +00
lim fr(x)dx = lim (1 — sin(—)) dx = / e Ydx =1.
n—+oo 0 n—+00 0 n 0

o [I est assez fréquent d’avoir une suite de fonctions non nulles sur un segment
dont les bornes dépendent de n et nulles ailleurs. Il faut faire attention lors de
I’étude de la convergence simple : on fixe x dans I’intervalle complet d’étude,
on justifie que pour n assez grand, ce x se situe dans I’intervalle ol f,, est non
nulle et on utilise ainsi la bonne valeur pour f,(x).

e Lorsque la définition de la fonction f,, fait apparaitre des intervalles dépendant
de n, on fera attention a ce que la limite simple ne soit pas définie sur des
intervalles qui dépendent encore de n, ce qui n’aurait pas de sens. La méme
remarque est valable pour la fonction qui domine : elle ne doit pas €tre définie
sur des intervalles qui dépendent de 7.

Pour tout n € N*, on définit la fonction f,, sur R par f,(x) = e~

nx 26—2nx

1. Montrer que Z fn converge simplement sur R} et déterminer sa somme f.

2. Montrer que pour tout n € N*, f, est intégrable sur ]0, +oo[ et que f I’est
également.
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+00

+00
3. Calculer fu(t)dt et/ | fu()| dt
0 0

+00 +00 +00
4. Comparer/ f@)dt etZ/ fa(t)dt.
0 170

5. Que peut-on conclure ?

1. On voit apparaitre deux séries géométriques de raisons e~ et e ~>*. Pour x > 0,
ces raisons sont dans ]0, 1[, et les deux séries convergent. On obtient alors

+00 +00 +00 —x —2y
_ —n —2nx __ e e
D) = D e =2y e = i =2
n=1 n=1 n=1
1 2 (e*+1)—2 1

1 1 (& —De+1) l+e

2. La fonction x +— e~ est intégrable sur R* pour @ > 0. Donc f, est intégrable
sur R* sin € N*. La fonction f est continue sur R* et f(x) ~ e * donc f est
X oo

—+

a

intégrable sur R*.
3. Soit n € N*. On a d’une part,

+00

+ =—_—Z=o,

Tl A
n 2n 0 n 2n

fr(®)dt = lim [—
0 A—+00

. . . In2 . |
d’autre part, on vérifie que f,(x) > O si et seulement si x > —. Ainsi

n
+00 In2/n oo
/ | @] dt = / (2e_2”x — e_"x) dx +/ (e_”x — 2e_2”x) dx
0 0 In2/n
| . Copern2/m 1o 5 .
= ;[e —e 2 ]On +;[€ 2 —e ];10;/"
2 m2 omay 1
o (e ¢ ) = 2n’

+00 +00
4. On déduit de la question précédente que Z / fu(t)dt = 0. Par ailleurs,
n=1"0

A A
d X
on a pour A > 0, / o / ¢ dx = [— 1n(1+e_x)]A, d’ou
o l+e* o l+e~ 0
+00

f(x)dx =1n2.
0

5. Cela montre d’une part que le théoréme d’intégration terme a terme ne doit pas

s’appliquer ici mais surtout que I’hypotheése de convergence de Z / | fu()| dt
1

ne peut pas étre remplacée par la convergence de Z / Ja(t)dt.
I
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Exercice 9.10

CCP PSI 2006
Soit f une fonction continue sur [0, 1] a valeurs réelles.

1
Montrer que lim n/ x"f(x)dx = f(1).
n—+o0o 0

xn+1

On aimerait bien intégrer par parties, en intégrant x — x" en x — 1
n

pour com-

penser le facteur n. Mais c’est impossible sans hypotheése supplémentaire puisqu’il
faudrait alors dériver f. On utilise alors le théoreme de convergence dominée apres
avoir transformé 1’intégrale, qu’on note 7,. L’application u — u'/" est une bijection
&' de 10, 1] dans Iui-méme (on doit alors considérer I’intégrale comme une inté-
grale sur I’intervalle 10, 1]) et puisque x — x" f(x) est continue sur [0, 1], on peut
effectuer le changement de variable pour obtenir

1 /! 1
I, = n—/ uf(ul/")ul/"_ldu = / ul/"f(ul/")du
nJo 0

On pose g,(u) = ul/”f(ul/"). Pour tout # € 10,1], lim u'/" = 1, donc
n—+oo

lim g,(u) = f(1). Pour la domination, on se donne M un majorant de |f]|

n—+0o0o

sur [0, 1] (il existe puisque f est continue sur ce segment), ce qui permet d’écrire,
pour tout n € N* et pour tout u € 10, 1], |g,(v)] < M avec u — M évidemment
intégrable sur ]0,1]. Le théoréme de convergence dominée permet de conclure
1

lim 1, :/ f(Ddu = f(1).
n—+oo 0
Remarque
On fera bien attention aux différents passages entre le segment [0, 1] et I’intervalle
10, 1] afin de pouvoir appliquer les théorémes (changement de variable, existence
d’un majorant, intégrabilité...)

Exercice 9.11

Mines-Ponts PC 2007

1
Déterminer la limite de la suite I, = n / In(1 + ") dt.
0

On pourrait étre tenté par une intégration par parties pour faire apparaitre un 1/n mais
cela ne semble pas évident (le seul sens immédiat consiste a dériver ¢ — In(1+¢") ce
qui a I’effet contraire). On essaie alors un changement de variable u = ", ce qui est
possible car u — u'/" est bijective et €' de 10, 1] dans lui-méme et r — In(1 + ")
est continue sur [0, 1] donc intégrable sur ]O, 1]. On obtient

1 1
1 In(1 +

I, :n/ In(l +u) [ —u="*r du—/ Llu)du.
0 n o wu'"n
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In(1 +
On note alors f;, : u — % pour n € N* et u € ]0, 1]. Cette suite de fonctions
u
In(1 +
converge simplement vers la fonction f : u — Ind +u) sur JO, 1] et
u

1
=y exp((1 — 1/n)(—Inu)) < exp(—Inu) = 1/u
puisque u € ]0,1] et —lnu > 0. Donc, pour tout u € ]0,1] et n € N,

In(1 +u)
u

|gn(u)] . Cette derniere fonction est continue sur ]0, 1] et se pro-

longe par continuité en O par la valeur 1. Donc elle est intégrable sur ]0,1]. Le

., ) In(1+u
théoréme de convergence dominée donne alors lim [, = / Indl +u)
0

n—+o0o u
Exercice 9.12

CCP PSI 2005

I 2
t lnt
Montrerque/o —— _Z(2n+1)2'

+o0

= —(*In?) Z = — Z ¥ Int. Posons, pour

n=1

Lorsque 0 < ¢ < 1, ona

1
neN I, = / t*" Int dt. Cette intégrale a un sens puisque la fonction r — 2" In¢
0

qui est continue sur ]0, 1] se prolonge par continuité en 0. On calcule cette intégrale
en intégrant par parties. Soit £ > 0, on a

1 ) 2+ 1 1o 2+l 2+ 1
t"Intdt = Int| — dt = Int — )
/8 ! [2n+1 HL / 2n+ 1 [2n+1 . (2n+1)2L

1
. Puisque 7, ~ o la
n—+oo n

1
Lorsque ¢ tend vers 0, on obtient I, —m

1
série Z I,, converge. De plus / t = |I,,| car la fonction intégrée est de
0

signe fixe. Il résulte alors du théoreme d’intégration terme é\ terme que la fonction
2
71

nt tintéerabl 10, 1] et /1 2lnt
estintegraole sur etque =
P g o Lerdte Z Z(2n+1)2

Exercice 9.13

CCP PSI 2007
Soit (a,),en une suite bornée de réels.

X —

Lo .s a . .
1. Montrer que la série entiere g —':x” a un rayon de convergence infini. On
n!

note f la somme de la série entiere.
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+00 +00 a
—xt _ n
2. Montrer que pour x > 1, on a/o fe " dr = Z T
n=0

a M L.
21 < =.Lasérie
n! !

1. Soit M un majorant de la suite (|a,|). Pour toutn € N, on a
n!

. M s .
enticre E —‘x" a un rayon de convergence infini, et par théoréme de comparai-
n!

£ . an . .
son, la série entiere E —‘x” a un rayon de convergence infini.
n!
+00

. _ a _ P
2. Soit x > 1. Pour tout r € R, on a f(t)e™™ = E —':t”e . On définit pour
n!

n=0

. a _ .
n € N, la fonction f, sur R* par f,(r) = —’:t"e **_Chacune des fonctions f,,
n

est continue et intégrable sur R*, la série Z f» converge simplement sur R* et

la somme de cette série de fonctions est la fonction ¢ — f(¢)e” ™. Enfin, pour

+00
tout n € N, on note I, = / t"e ' dt. La suite (I,) vérifie la relation de
0
n L L
récurrence I, = —1I,_; pour n > 1 (une intégration par partie simple donne
X

o . n!
ce résultat) si bien que pout tout n € N, on obtient /, = ——. On a alors
X

| xn+1 xn+1

+00 M 1
/ | fu(®)|dt = ] I, = il < . Puisque — € [0, I[, la série géo-
0 n X

métrique E — converge. Le théoréme d’intégration terme a terme donne le
X

résultat.

Exercice 9.14

Mines-Ponts PC 2007, CCP PC 2006

1
1. On définit pourn € Net p € N, [, , = / x"(Inx)?. Justifier I’existence
0

de 1,,, et déterminer, pour toutn € Net p € N*, une relation entre I, p et

1
I, ,—1. En déduire la valeur de / x"(Inx)" pour n € N.
0

1 +00 (_l)n—l
2. Prouver I’égalité Tdx = —_—
uver Iég /0 a3

1. Pour n et p dans N, on définit sur ]0, 1] la fonction f, , par f, ,(x) = x"(Inx)”.
Elle est continue sur ]0, 1] et se prolonge par continuité par 0 en O lorsque n € N*.
Sin = 0, la fonction x — (Inx)” est négligeable devant x +— x~1/? lorsque x
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tend vers 0. Cela justifie I’existence de 7, ,. Soientn € N, p € N* et e € 10, 1[.

Alors
1 n+l 1 1 —1
X p aep (INX)P
n] P — 1 p _ +
/Sx(nx) dx [n+1(nx) L —n+1/8x — dx
ce qui, donne lorsque ¢ tend vers 0, I, , = —%Im p—1. Une récurrence simple
n
n! n!
donne alors, pourn € N, I, , = (—1)" i)y Io= (—1)”m.
X (x Inx)"
2. Pour tout x € ]0,1], on a x* = exp(xIlnx) = Z - On note alors
n:
n=0
(xInx)" (. .
fulx) = ' pour n € Netx € ]0,1]. La série de fonction Zf,,
n

converge simplément sur ]JO, 1] et la somme de cette série est la fonction continue
x — x*. Pour tout n € N, la fonction f;, est de signe fixe sur ]0, 1], ce qui donne

1 1
/ | fu(X)|dx = / fu(x)dx
0 0

I
1 n! . 1
n € N,ona /0 | fu(x)| dx = Wl I La série Z T converge car
1

<
(n+ 1)1 (n+1)?
peut s’appliquer. Cela donne

1 +00 n +00 n—1
P =n" (=1
/Ode_Z(n+])n+l_Z nh :

. La question précédente montre que pour tout

lorsque n > 1. Le théoreme d’intégation terme a terme

Exercice 9.15

Centrale MP 2006

+00
1. Prouver I’existence de I = / In(thx) dx.
0

+00
1
2. Montrer que I = — ; m

1. Soit f : x + In(th x) définie sur R}. On a thx ~oF et puisque leur limite com-

mune est nulle, on a f(x)~Inx au voisinage de O et f est intégrable sur ]0, 1].

e —e™* l—e >
Pour x > 0, thx = = 5.~ Puisque thx tend vers 1 lorsque x
e +e * 1+e
_26—2): 5 )
tend vers +oo,onaln(thx) ~ thx —-1=———+— ~ —2¢ “*. Finalement
X—+00 1+e 2% x>+

f estintégrable sur [1, +o0[ et donc ]0, +o0].
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2. On reprend la transformation précédente, puisque e ~>* € 10, 1[ six > 0, on a

5 5 +00 e—2nx & le—2nx
In(th = In(l—e ) —In(l+e ) =— — -~
n(thx) “(e)“(e);n;()n
oo —2nx oo —2(2p+1)x
e e
= — 1+(-1)""H— = — 2——
DU+ =) 25y
n=1 p=0
672(2p+1)x
Pour tout p € N, la fonction u,, : x — Zﬁ est continue et intégrable sur
p
R* etona
+00 +o0 2 1 1
/0 jp ()] dx /0 A = S D ap+1l - Cp+ 1)
+00
Ainsi, la série Z u, converge simplement sur ]0, +oo[, et f = Z u, est conti-
p=0

+00
nue sur R}. En outre, la série Z / |up(t)| dt converge. Cela prouve de nou-
0
+0o0

+00
1
t intégrabl I et In(thx)d :—E —— En utili-
veau que f est intégrable sur e/o n(thx)dx ap+ i) n utili

p=0
+00 1 77_2
t1 S = § — = btient
sant 1a Somme - n2 6 on ootien
+00 +00 +00
1 1 1 1 ?
§ 7=§ ——E: =S—-S=—.
prd Qp+1)? gt n2 pr 2p)? 4 8

Méthode

La derniere hypothese du théoreme d’intégration terme a terme sur un intervalle /
peut étre mise en défaut (voir exercice suivant). Dans ce cas, on peut appliquer au
n

moins deux autres méthodes. Pourn € Net¢t € I, on pose S,(¢) = Z i (0).
k=0
1. On permute d’abord la somme finie et I’intégrale. On se ramene ainsi a une per-
mutation entre une limite lorsque n tend vers +o0o et une intégrale. On applique
alors le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions (S,,).

2. Onécrit S(t) = S,(t) + R,(t) pourn € Nett € I, puis

/S(t)dt = /S,,(t)dt+/Rn(t)dt.
1 1 1
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On utilise la linéarité de I’intégrale sur la somme finie et on montre que

lim R, (t)dt = 0, par exemple en majorant le reste.
n—+0o0o I

Exercice 9.16

CCP PSI 2007 K
(— )”

1. Montrer que S : t — Z 5 est définie et continue sur / = R.

(= 1)"

+00
2. Prouver I’existence et calculer / S(t)dt. On donne Z —In2.
0

(— )”

1. Pour n € N*, on définit une fonction u,, sur R} par u,(r) = .Sit >0,

alors la série E u,(t) est une série alternée qui vérifie le critere spe01al des séries

n

alternées. Ainsi S est définie sur R}. On note, pour n € N*, §, = Zu p et
p=1
2 = S — S,. Pour tout n € N*, u, est continue sur R}. Soit a > 0, pour tout

t € [a,+oo[, on a |u,(t)| < terme général d’une série convergente. La

1 +n2a?’
série g u, converge normalement sur [a, +ool[ et S est continue sur tout intervalle
[a,+o0[ avec a > 0, donc S est continue sur R}.

2. On s’attend a utiliser une permutation série-intégrale. Les fonctions u,, sont conti-

1 _ Arctan(nA)
1+n2e2 n

A
nues et intégrables sur [0, +oco[. Pour A > 0, on a /
0

+00
donc/ u,(t)dt = T On constate que /|u,,(t)|dt = 1, terme général
0 2n ] 2n

d’une série divergente, donc on ne peut pas appliquer le théoréeme d’intégration
terme a terme. On applique les méthodes décrites précédemment :

e par majoration du reste : sit > 0, la série Z u,(t) est une série qui vérifie

le critere spécial des séries alternées. Cela permet d’obtenir la majoration

|R,(1)] < |ups1(2)]. Ainsi, la fonction R, est intégrable sur / et on a

]/R,,(t)dt] < /\un+1(t)|dt .Onendéduit lim R,(t)dt = 0.
1 1 2( +1) n—too Jr

Puisque S = S; + Ry, S est également intégrable sur /. De plus, pour tout
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n e N*,

/S(t) dt
1

/Sn(t)dt+/Rn(t)dt = Z/up(t)dt+/Rn(t)dt
I I =11 I

= - 1) /R (t)dt.

. (-1n? T
L tend , btient | S(¢)dt = E =——1In2.
orsque n tend vers +00, on obtien / () 3 > 2 n

p=1

e par le théoréme de convergence dominée : pour tout n € N*, on peut de nou-

" (=1)P

veau écrire / S,(t)dt = il Z Q La suite de fonctions continues (S,,)
I 2 ot V4

converge simplement sur / vers la fonction continue S. Pour tout n € N*, la

somme S, est la somme partielle d’une série alternée qui vérifie le critere spé-

cial des séries alternées, si bien que |S,(7)| < |u;(¢)| pour tout # > 0. La fonc-

tion |u; | est continue et intégrable sur /. Le théoréme de convergence dominée

appliqué a la suite (S,) donne lim S,(t)dt = / S(t)dt, ce qui redonne le

n—+oo 1 1

résultat.

Exercice 9.17

CCP PC 2006
+00
. N
On note f(x) = ;(—1) —
1. Montrer que f est de classe ¢ sur R.

+00
2. Soit n € N*, calculer I, = / e " cos(xt) dt apres avoir justifié son exis-
0

tence.

+00
t
3. Montrer que f(x) = —/ cos(x )a’t.
0 1+e!

0] te, N*, u,(x) = (—=1)'—.
n note, pour 1 € u,(x)=( )n2+x2

1. Soitx € Retg : t — La fonction g est de classe € sur [1,+o0] et

12+ x2°
2 _ 2
pour tout t > 1, g'(t) = I donc g est décroissante sur [|x|,+oo[. On

peut donc appliquer le critere spécial des séries alternées, ce qui prouve la conver-
gence simple de Z u, sur R. La fonction u, est de classe €' sur R et pour tout
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2nx

! 1 :
x € R, u,(x) = (=D " PRI e On peut alors prouver au choix la conver-
gence normale de E u, sur [—A, A], ot A > 0, puisque pour x € [—A, A],

2nA 2A . . .
|u (x)| < =5~ = —5 ou directement sur R en utilisant [2nx| < x% + n? et ainsi

n n
1 1 .

|, (x)| < ———= < —;. On montre ainsi que f est de classe €' sur R.

n?+x n

2. Pour tout 7 € R, [e™" cos(xt)] < e ett — e " est intégable sur R*. Cela
prouve I’existence de I,,.

+00 . 1 n
e ([T a) —re () =
0 n—ix nc+x

3. D’apres la question prédédente,

fx) = Z(—l)"/ e " cos(xt)dt = Z/ (—=1)"e " cos(xt)dt.
n=1 0 n=1 0

On pose h,(t) = (—1)"e™™ cos(xt). La fonction h,, est continue et intégrable sur

+00
R*. En revanche, le calcul de / |h, (1) dt n’est pas immédiat. Une majoration
0

+00 +00
rapide serait / |, ()] dt < / e " dt = 1/n qui donne un terme général
0 0

de série divergente. On note, pour ¢ > O,

Sut) = Y1) = cos(xn) Y (—e )
k=1 k=1

_ 1 — (_l)nefnt 1 — (_l)nefnt
- _e ! - _ -~ 7
= cos(xt)(—e™ ") = cos(xt) oo
2
ce qui permet d’obtenir |S,(#)| < pour tout? > Oettoutn € N*. Puisque S,

est une suite de fonctions contmues sur ]R % qui converge simplement sur R} vers la

cos(xt 2
fonction continue ¢ — — (x?) etquet — est intégrable sur R}, le théo-
1+ef 1 ;l- et

e cos(xt
reme de convergence dominée donne lim S,(t)dt = — / I :xl) t,

n—+oo e

+00 +00 ’ +00 ’
avec lim S,(t)dt = lim Z / he(t)dt = (=D)L, = f(x).
n—+oo O n—+oo k:1 O k:l

Exercice 9.18

Navale MP 2005, CCP PC 2007
+00 2
(Dans cet exercice, on pourra utiliser Z i = —).
n

n=1
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+00
1. Pour n € N*, justifier I’existence de I,, = / te ™ dt et la calculer.
0

e_\ﬁ
l—e Vi
on utilisera le théoréme de convergence dominée).

dt
tevVi—1)

+00
2. Justifier ’existence de [ = / dt et la calculer (pour le calcul,
0

+00
3. On définit pour x > 0, f(x) = /
X

e Justifier ’existence de f, montrer que f est de classe € sur R et déter-
miner f’.
e Montrer que pour tout 7 > 0, ¢' — 1 > ¢ et en déduire lirr(l) xf(x)=0.
x—
e Montrer que lim xf(x) = 0.
X—+00

+00

e Montrer que f est intégrable sur R} et calculer f(x)dx.
0

1. Soitn € N* et f, : t — te™ " définie et continue sur R*. Puisque f, (¢) est négli-

1 . o .
geable devant ) lorsque 7 tend vers +oo, la fonction f,, est intégrable sur R*. Soit

A —nt1A4 A —nA
t 1 A 1
A > 0,/ te " dt = [— ¢ ] + —/ e Mdr = —2¢ -— [e"”}g.
0 0

n 0 n n n

Lorsque A tend vers +co, on obtient [, =

n?’

e_\/f

2.8oita @t — PR La fonction a est continue sur R}. En utilisant
— e_

. 1 o
et — 1 Nou, on obtient a(t) ~ —= et a est intégrable sur ]0,1]. De plus
u— f—> 1
1 o .
a(t) ~ eV = 0 (—2). Donc a est intégrable sur R}. A 1’aide du
t—+00 t—+00 [

changement de variable 1 = u® (u — u” est une bijection €' de R} sur lui-

+00 e—u
méme), on obtient I = / 1772u du. Pour u > 0, e " € ]0,1[ et
—e u
1 +00 0
m = Ze_"“. Ainsi
n=0

+oo [ +00 +oo [ +00
1= 2/ <Z ue("”)“) du = 2/ (Z ue””) du.
0 n=0 0 n=1

La série de fonctions E fn converge simplement sur R} et sa somme est la fonc-

—Uu

ue +00 +00 1
tion continue g : u +— PR On a/ | fu(w)| du = fow)du = —,
— e 0 0 n
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+00
donc Z / | fu(u)| du converge. Le théoréme d’intégration terme a terme per-
0

met d’écrire
2

+00 +00 +00
1 T
1:22/0 fn(u)duzzz;:?.
n=1 n=1

3. On définit la fonction /& sur R* par h(¢) = ———.
+ parh(t) t(eVi—1)
1
e Soit x > 0. La fonction & est continue sur [x, +oo[ et i(t) = . o <[—2> , donc
—+00

+00
h est intégrable sur [x, +oco[. Pour x > 0, f(x) = / h(t)dt — / h(t)dt.
1 1

La fonction / est continue sur R* donc f est de classe €' sur R* et f/ = —h.
e Soit ¢+ > 0. En appliquant 1’égalité des accroissements finis sur [0, 7], il existe

, 1
c > 0 tel que e' — P e‘(t —0) > t. Cela donne 0 < h(t) < —= puis

1/t
+00 dt

2
< < & 2 < < 2V, i —0.
O\f(x)\/x 57 ﬁ,eto\xf(x)\2ﬁ Donclli%xf(x) 0
1

+00
ePour x > 0,onal < f(x) < — / ’71 (cette majoration est
X X

possible car la fonction ¢ : ¢t — est intégrable sur [x,+oco[). De

eVi— 1
+00 +00 x
plus, on peut écrire / e(t)dt = / e(t)dt — / o(t)dt, si bien que
oo X 1 1
lim o(t)dt = 0. Par encadrement lim xf(x) = 0.
X —+00 X—+00

X

e f est positive, la question de I’intégrabilité revient a 1’existence d’une limite
A

finie pour / f () dt lorsque € tend vers 0 et A vers +00. On inteégre par parties

€
afin d’utiliser tous les résultats précédents :

A A A dx
/ fx)dx = Af(A)—Sf(S)—/ xf'(x)dx = Af(A)—Sf(8)+/ 1
1 e VX .
Avec = on obtient, lorsque & tend vers 0 et A vers +o0,

evVr — 1 1 — e VX’

+00 +00 7\/)? 2
f(x)dx = / ¢ dx ="
0

0 l—e_\/; 3
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9.3 EXERCICES D'’APPROFONDISSEMENT

Exercice 9.19

CCP PC 2006

n

k n
Pour n € N*, on pose u,, = g (—) , et f, définie sur R, par
n
k=1

E(x) " .
falx) = (1‘ n> st 0

<
0 si x>n+l1

1. Montrer que pour toutn > 1,ona

n k n +00
U, = Z <1 - ;) = 5 fun(x)dx.

k=0
2. Déterminer la limite simple de la suite de fonctions (f;,).

3. En déduire la limite de (u,,).

1. On commence par un changement d’indice pour transformer la premieére somme

n n n—1 n
n—k k
kd't—ktzg :EI——.O t ajou-
(k devient n ) et u, 2 ( " ) k_0< n) n peut ajou
ter le terme d’indice n qui est nul. Soit k € N*, lorsque x € [k,k + I[, on a

n k+1 n
Ja(x) = (1 — E) et fo(x)dx = <1 - 5) puis
n k n

n k+1

n+l
fux)dx = / fdx =" [ fulr)dx = u,.
0

k=0 "k

+00

0

E n
2. Soitx > 0.Deésquen > x —1,ona f,(x) = (1 — ﬂ) , ce qui donne
n

lim f,(x) = e E™ _ Cette limite est valable si x = 0 et la suite ( fn) converge
n—+oo

simplement sur R* vers la fonction f : x — exp(—E(x)).

3. Pourtoutu < 1,onaln(l1—u) < —u.Soientn € N*etx € [0,n[,ona <1,

E(x)
n
par conséquent,

0< f,(x) = exp (n In(1 — ?) < exp(-n ) = exp(— E().

La fonction f, est nulle a la fois sur [n,n + 1] et sur [n + 1, +oo[. On a donc,

¥n € N*,¥x > 0, ] £,(x)] < exp(—E(x).
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La fonction g : x — exp(—E(x)) est continue par morceaux sur R*, et puisque
E(x) > x—1pourtout x > 0, g(x) < exp(1 —x), donc g est intégrable sur R*. Le
+00
théroreme de convergence dominée entraine lim u, = / g(x)dx. Puisque
n—+oo 0

g est intégrable sur R, on a

+00 +00 k+1 . e
/0 8(t)dt:kz:%/k e Ndt = Ze _l—l/e o
Exercice 9.20

Mines-Ponts PC 2006 K

. +00 \/ﬁ
Etudier la convergence de la suite [, = —

/0 (1 +x2)
Il n’est pas possible d’appliquer directement le théoréme de convergence dominée ici
puisque la fonction qu’on intégre vaut /7 en 0 et il va étre impossible d’en trouver
un majorant indépendant de n. La difficulté est de voir comment supprimer le /n
tout en faisant apparaitre une suite de fonctions plus ou moins connues. Souvent,
lorsqu’un exposant n apparait, on peut essayer de faire apparaitre des suites du type
(1 +u/n)" qui vont converger vers e“. Ici on va appliquer le changement de variable

. n . C
x = u/+/n. La fonction x T+a2y est continue et intégrable sur [0, +o0[ et
X
u +— u/+/n est bijective et €' de R* vers R*. On a donc

= n—————du = —————du
" (I +u?/ny" \/n o (L+u?/n)
Cette écriture semble plus confortable pour appliquer le théoréme de convergence

dominée. On définit alors f,(u) = pour u € R*etn € N*. On a

1
(1 +u?/n)y
lim f,(u) = 1/(6”2) = v pour tout # > 0. Il ne reste plus qu’a minorer
—+400
(1 +u? /n)" indépendamment de n. En écrivant exp(n In(1 + u’ /n)), on n’obtient
qu’une majoration par exp(u?) ce qui ne convient pas. En revanche, on peut dévelop-
per (1 +u?/n)". Tous les termes sont positifs, ce qui donne
2 2
A+ >T14ns =141
n n

1

1
<
’(1+u_2)” 1+u?

et intégrable sur R*. Le théoréme de convergence dominée entraine

+00 +00 1 +00
lim Ve~ lim / du= / e du(= ﬁ).
0 0

n—+oo Jq (1 + x2)n n—+00 (1 + "’n_z)n 2

Finalement Vn € N* Vu > 0

setu — 1/(1+ u?) est continue
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Exercice 9.21

Mines-Ponts PSI 2006

1. Montrer que pour tout # € [0, 1[,onaln(l —u) < —u.

n N
2. S50t < letl, = / (1 — —) e dt. Montrer que la suite I, converge et
0 n

donner sa limite.

1. On peut étudier les variations de la différence, utiliser I’égalité des accroissements
1
finie (avec f(x) = In(1 — x) et f'(x) = 1> < —1,siu € ]0,1[, il existe
X

¢ €]0,1[ tel que f(u) — £(0) = In(1 — u) = f'(c).u < —1.u) ou encore utiliser
un développement en série entiere car Vu € [0, 1],

+00un 5
In(1 —u) =— g —=—u—-u/2—...<—u.
n
n=1

2. Afin d’utiliser le théoréme de convergence dominée, on doit se ramener sur un
intervalle fixe. Soit

fn(t):{ (1 —%)nem sit €[0,n]
0

sit >n

f» est continue sur R* (limite nulle & droite et a gauche de n) et intégrable sur
+00

R* puisque continue sur [0, 7] et nulle au dela de n. Ainsi I, = fa(t)dt.
0
On étudie la convergence simple de la suite de fonctions. Soit ¢+ > 0. Pour

t t
n > t,ona f,(tf) = exp (nln(l - f)) e et nln(l — —) ~ —t. Donc
n n’ n—+oo

lim f,(t) = e 'e* = ¢“~Y" En ce qui concerne la domination, on utilise la
n—+oo

—nt/neozt (a—1)t

premiere question. Si ¢t € [0,n], 0 < f,(¢r) < e =e .Sit > n,
Fu() =0 < V" Donc, pour tout r > 0, pour tout n € N*, 0 < f,(r) < @™V
et puisque & — 1 < 0, 1 — €@~ est intégable sur R*. On obtient

+00 +0o0 1
lim I, = lim fut)dt = / eV dr =
00 o 1

n—+00 n— 0 —

Remarque

Une erreur fréquente est de majorer f,(¢) par eV qur [0, n] et par O sur [n, +o0].

La fonction qui domine dépend encore de n, méme si cela n’apparait pas sur les
valeurs prises par cette fonction.



Intégrales dépendant

d’un paramétre I

10.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D'ASSIMILATION

. : o AxI — RouC
Soient A et I deux intervalles de R et une application 4 : { ) = hx.o).
Théoreme de continuité : si
(i) pour tout x € A,t — h(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur /
(définition),

(ii) pour tout r € I, x — h(x,t) est continue sur A (régularité),
(iii) il existe une fonction ¢ définie, continue par morceaux et intégrable sur /
telle que V(x,2) € A x I,|h(x,1)| < ¢(t) (domination),
A — RouC
alors I’application f : v / h(x, 1) dt est définie et continue sur A.
1

Théoréeme de dérivation : si

(i) pour tout x € A,t — h(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur /
(définition),

(ii) pour tout r € I, x — h(x,t)est de classe €' sur A (régularité),

Oh . .y
(fii) pourtout x € At — a(x, t) est continue par morceaux et intégrable sur
I,

(iv) il existe une fonction ¢y définie, continue par morceaux et intégrable sur /
Oh
telle que V(x,1) € A x I, ]a—(x, )| < ¢(t) (domination),
X

A — RouC
alors I’application f : N / hx.1)dt est de classe €' sur A et pour
1

toutx € A, f'(x) = /%(x,t)dt.
; Ox

Remarque

o [’intégrabilité dans I’hypothese de définition du théoréme de continuité n’est
pas nécessaire puisqu’elle est conséquence de la domination par une fonc-
tion intégrable. En revanche il ne faut pas oublier de vérifier la continuité
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par morceaux. Cependant dans beaucoup d’exercices ou I'intervalle A est a
déterminer, la premiere hypothése revient exactement a se poser la question
de I’ensemble de définition de f.

o Il est important de comprendre la double conclusion du théoréme de dériva-
tion. Sous les hypotheses données, la fonction f est de classe €' et on connait
sa dérivée. Une telle fonction peut-étre de classe €' sans que sa dérivée soit

donnée par f'(x) = /8—h(x,t)dt.
1 ax

Exercice 10.1

CCP PSI 2007, CCP PC 2006

1. Etudier I’existence, la continuité et la dérivabilité sur R de

+00
fix— / e "’ cos(xt)dt.
0

2. Déterminer une équation différentielle simple vérifiée par f et en déduire une
valeur simple pour f(x) (on pourra admettre que f(0) = ?).

1. On définit h(x,t) = et cos(xt) pour (x,1) € R x R*,

e Existence : soit x € R, la fonction ¢t — h(x, t) est continue sur [0, +oo[. Pour

2 2 2 .
tout € R* ona |e™" cos(xr)] < e etr — e " estintégrable sur R* (par

exemple parce qu’elle est négligeable devant ¢ +— e’ en +00). Ainsi, pour tout
x € R, t — h(x,t) est intégrable sur R*, ce qui revient a dire que f est définie
sur R.

e Continuité : on applique le théoréme de continuité. Pour tout x € R,
t — h(x,t) est continue sur R* (et intégrable sur R*) et pour tout r € R™,

. _ 2
x +— h(x,t)estcontinue sur R. De plus, Vx € R, Vi € R*, |h(x,1)] < e™" = (1),
et ¢ est continue et intégrable sur R*. Donc f est continue sur R.

e Dérivabilité : La fonction t — h(x, ) continue et intégrable sur R* pour tout

t

. _ 2
x € R. Pour tout ¢ € R*, la fonction x — e~ cos(xt) est de classe €' sur R,

Ooh
avec —(x,1) = —t sin(xt)e’t2 et
Ox

Vx € R,V € RY, g—h(x,t) = te™"|sin(xt)| < te™" = (1),
X

ol ¢ est continue sur R* et intégrable sur R* (par exemple parce que
1
W=, 0 ().

+00
Donc f est de classe €' sur R avec, Vx € R, f'(x) = —/ tsin(xt)e*’2 dt.
0
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Remarque

On peut évidemment se contenter de montrer que f est de classe €', sans établir
d’abord la continuité. Dans ce cas, on ne doit pas oublier de prouver I’intégrabilité
de t — h(x,t) sur R* pour x fixé dans R.

2. La valeur obtenue pour f’(x) nous invite 2 nous diriger vers une intégration par

. . . .o, . s 1 _ 42 .
parties (on dispose d’une primitive immédiate de ¢ — te”" . Soit x € R. Les

t

. 1 _- . (e
fonctions u : t — Ee et v : t — sin(xt) sont définies et de classe €' sur R*.

Soit A > 0, on peut alors écrire

A > 1 >
1 — - d = — g —t
/0 sin(x?) ( te ) t [ > sin(xt)e ]

ce qui donne, lorsque A tend vers +0o, f/(x) = —%C f(x) pour tout x € R. La

A

A
- f/ cos(xt)e_’2 dt,
2 Jo

0

résolution de cette équation différentielle donne

Vx € R, f(x) = f(O)e /4 = @eﬁ/‘*,

Remarques autour de la fonction dominante

On se place dans le cas du théoréme de continuité (les remarques sont identiques
pour le théoréme de dérivation).

e La meilleure fonction possible est donnée par ¢;(t) = sup |f(x,1)|, dans le
XEA

sens ou il n’est pas possible de trouver une fonction inférieure a celle-ci qui
vérifie I’hypothese de domination. Si cette fonction n’est pas intégrable sur /,
alors il est impossible d’appliquer le théoreme de continuité, on peut se tourner
alors vers la domination locale (voir exercice 10.4, page 235 et remarque qui
suit page 237).

¢ Pour trouver une dominante, on peut décomposer f en facteurs et majorer sépa-
rement les facteurs. Lorsqu’un facteur ne dépend pas de la premiere variable
(x avec les notations précédentes), la meilleure solution est de ne surtout pas
chercher a le majorer, cela ne peut que créer des problemes d’intégrabilité sup-

: . 1
plémentaires (par exemple on ne majore pas par —, car cela crée une

1+1¢2
difficulté d’intégration en 0 qui n’existait pas avant).

Exercice 10.2

Mines-Ponts MP 2007

Existence et calcul de f(x) = / ;
0

*2 sin(xt)e ™!

dt.
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Si on peut appliquer le théoréme de dérivation, on pourra alors calculer assez facile-
sin(xt)e™!

+00
ment f'(x) = / cos(xt)e " dt. Soit h(x,t) = — pour x € Retr > 0.
0
. xt
Pour tout x € R, g, : t — h(x,t) est continue sur R}. g,(7) ~ T T x et g,
t—
admet une limite finie en 0. Enfin g,(r) = o (e™"). Ainsi, pour tout x € R, la
t—+00

fonction g, est continue et intégrable sur R} (on montre ainsi la définition de f
sur R). Pour tout + > 0, x — h(x,1) est de classe €' sur R} et pour t > O et

< e ' Puisque 1 — e’

Oh
a(xa t)

est intégrable sur R,, le théoréme de dérivation s’applique et pour tout x € R,

oh
x € R,ona 8—(x,t) = cos(xt)e”" ainsi que
X

+00
flx) = / cos(xt)e " dt. On calcule cette intégrale facilement :
0

+00 a ) 1 1
/ :R — +lxtdt :R — .
F) e(/o ¢ ) e<1+i)c> 1+x2

Puisque f(0) = 0, pour tout x € R, f(x) = Arctanx.

Exercice 10.3

CCP PC 2007

oo Arctan(x?
On pose pour tout x € R, F(x) = ; fx,t)dtou f(x,t) = l‘(c%ng)).
1. Vérifier que la fonction F est bien définie sur R et impaire.
2. Justifier que F est de classe & U sur [0, +00] et calculer F’(x) pour tout
x € [0, +o0].
3. Exprimer pour tout x € [0, +oo[, F’(x) sans le symbole /

On pourra utiliser sans la démontrer I’identité suivante :

Vx € R\ {—1,1} ! ! ! x

x — = - .
T A+ 2D+t 1 —x2\1+12 1 +12x2

En déduire le calcul de F(x) pour tout x € [0, +oo[, puis pour tout x € R.

2
Arctant
rcan) s,

+00
4. Déduire de ce qui précede la valeur de I’intégrale / (
0

1. Pour montrer que F est bien définie sur R, il suffit de vérifier que pour tout x € R,

Arct t
la fonction f; : t — f(x,t) = tr(c+n§;c)) est intégrable sur ]0, +oco[. Pour tout
t
x € R*,ona f(x,1) ~ XT = x et f, est intégrable sur ]0, 1] car prolongeable
11—

/2

par continuité en 0. De plus, pour tout # > 0, on a | f(x,#)| < - donc f est
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intégrable sur [1, +00]. Finalement f, est intégrable sur R} et F' est définie sur R.
Comme Arctan est impaire, F est impaire et il suffit d’étudier F sur [0, +ool.

2. Pour tout # €]0,+0co[, application x — f(x,) est de classe €' sur R et on a

OF (4 1)= <

Pour toutt € R* et toutx € R*, on a .
Ox * 1+1¢2

of
8_x(x7 [)

(1+12x2)(1+1%)

Lapplication ¢ — est intégrable sur R*. Le théoréeme de dérivation

1+1¢2
entraine que F est de classe 4" sur R et également, pour tout x € R,

+00
1
F'(x) = /0 A1+ dt. Pour tout x € [0, +oo[ et x # 1, en utilisant

I’identité donnée ainsi que I’intégrabilité sur R* des fonctions qui apparaissent
dans cette identité,

1 - 1
lim [Arctant — x Arctan(x7)] = il r_T

’ _ v _ "
Fe)=1—3z ,im 21—-x2 21+x

Par ailleurs, F’ est continue sur [0,+oo[, donc pour tout x € [0,+oo[, on a
F'(x) =

T Sachant que F(0) = 0, on a alors pour tout x € [0, +o0],
2(1+x)
F(x)= g In(1+x). Puisque F estimpaire,ona F(x) = —F(—x) = —g In(1—x)
lorsque x < 0. Pour tout x € R, on a alors F(x) = signe(x)g In(1 + |x|).

3. En intégrant par parties, on trouve, si A > 0,

A 2174 +A 2
5 / Arctant J [(Arctant)] N / (Arctant) ”
0 0 0

=
t(1+12) t 12

Arctant

+00 2
Lorsque A tend vers +oc0, on obtient / ( > dt =2F(1) = wln2.
0

Exercice 10.4

D’aprés plusieurs concours

*° Arct t
Soit f 1a fonction définie par f(x) = / %t(f)
0

1. Montrer que f est continue sur R et de classe ¢ sur I =10, +ool.

2. Déterminer f’ et calculer cette intégrale. On déterminera des constantes a et

0 <Arctan(xt)> t t

=a + )
1+12 1+ x2¢2

b telles que —
oA e

3. Déterminer la limite de f en +oo.
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Arct t
%t(zx) pour (x,1) € R x R™.

1. Pour tout x € R, la fonction ¢t — h(x,t) est continue sur [0,+oo[. Pour
tout 1 € R, la fonction x +— h(x,7) est continue sur R. Enfin, pour tout

On note h(x,t) =

1 N
(x,1) e R x R*, on a |h(x,1)| < mout»—> e

et intégrable sur R*. Donc f est définie et continue sur R.

est une fonction continue

oh t
la fonction 4 est de classe €' sur R x R* et 8_x(x’ 1) = 20+ Le

meilleur majorant possible de cette derniere fonction, indépendant de x € R,
Oh

est sup |—(x,1)

x€R Ox

peut donc pas appliquer le théoréme de dérivation sur R. On remarque que pour

< Mais t +— n’est pas intégrable sur R*, on ne

14122 1+1¢2

) oh t .
x = 0, la fonction ¢ — 6_(0’ t) = 1212 n’est pas intégrable sur R*. Il est donc
X
impossible d’appliquer le théoréme de dérivation sur un intervalle contenant 0.
On choisit alors @ > 0. On a

t
(I +a22)(1+12)

Vx € [a,+oo[, Vi € R, P(t).

Oh
— <

Cette fonction ¢ est intégrable sur R* (continue sur R* et équivalente 2

oh
t— 1/(a2t3) lorsque ¢ tend vers +o0). De plus (x,t) — —(x,t) est conti-
X

0.

nue sur [a, +oo[ xR*. Donc f est de classe €' sur [a, +oo[ avec, pour tout x > a,

+00
/ t JR .
= dt. Cette d t valabl tout int 11
fi(x) /o T+ 21+ 0 ette dérivée est valable sur tout intervalle

[a,+ool avec a > 0. Donc f est de classe €' sur R (et donc sur R* par parité).
La fonction f’ est positive sur R* et f est croissante sur R*.

! d
(1 +x22)(1 +12) &
On décompose la fraction rationnelle en éléments simples. Pour x # 1, on obtient

t 1 t x?
(I+x22)(1+12)  1—x21+12 1 —x21+x%2

+00
2. On a déja montré que pour tout x > 0, ona f'(x) = /
0

Soit A > 0,on a

A
¢ 1 1
= —  In(l+A) — ——In(1 +x%A?
/0 (1+x2t2)(1+t2)dt 2(1 — x2) n(l+4% 2(1 — x2) n(l+xt AT

1 1+ A2
— ln .
2(1 — x2) 1 +x2A2

1 1 In
La limite lorsque A tend vers 400 est ) In <ﬁ> = x2—xl La fonction

1
f' est continue sur R¥, donc /(1) = liml fl(x)= 3
X—
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3. f est croissante, elle admet donc une limite en +oc, finie ou infinie. On la note
¢. Lorsque x devient grand, le terme Arctan(xt) se rapproche de 7 /2 (sauf pour

+00 dt 2
t = 0). Pour tout x > 0, f(x) < g /0 = % On en déduit que Ia limite

77.2

£ est finie et £ < i On propose deux méthodes pour déterminer /.

+00 dt
1+12

+° Arctan xt
1412

e Soita > 0. On a f(x) 2/

a

dt > Arctan(ax) /

+00
. . . T dt
Lorsque x tend vers +oo, on obtient la minoration ¢ > — / Cette

2 1+1%
minoration est valable pour tout a > 0, donc lorsqu’on fait tendre a vers 0, on
2 2
. m . . T
obtient £ > —. Finalement lim f(x) = —.
4 X—+00 4
e Puisque f admet une limite finie £ en +00, on a par exemple, lim f(n) = £.
n—+oo
+00
Arctan(nt) Arctan(nt)
Or f(n) = ————dt. Soit g,(t) = —————. La fonction g, est
f(n) /0 s gn(t) 172 8n
continue sur R*, intégrable sur R*, la suite (g,) converge simplement vers
/2 /2
t — sur RY et, pour tout n € N et tout ¢z > 0, 1) <€ .La
1+12 + L P > 0. lg 0l < 1+12
. T . PR .
fonction ¢ — 372 intégrable sur R}, donc le théoréme de convergence domi-
+00 2
/2 T
née entraine lim f(n) = t=—=»~/.
n—+00 fm /0 1+41¢2 4

domination locale

Lorsqu’on ne parvient pas a appliquer les théorémes de continuité et de dérivabi-
lité sur un intervalle A (les fonctions majorantes obtenues ne sont pas intégrables
sur I’intervalle I), on peut essayer d’utiliser ces théoremes sur les segments inclus
dans A. On prouve alors la continuité ou la dérivabilité sur tout segment inclus
dans A. Cela entraine la méme propriété sur 1’union de tous ces segments, c’est-
a-dire sur A.

Remarque

¢ On fera attention a la rédaction dans ce genre de problemes. On fixe un segment
[a,b] C A, on applique le théoréme sur ce segment pour conclure dans un
premier temps que la fonction possede la régularité souhaitée sur le segment,
puis sur A tout entier.

e On peut appliquer la méme méthode sur un intervalle ]a, +oo[ en appliquant les
théorémes de continuité ou de dérivabilité sur les intervalles [b, +oo[Cla, +o0].
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10.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 10.5

Mines-Ponts MP 2007

Soient f(x) = < / S dt)
0

1. Montrer que f et g sont de classe €' sur R* et déterminer leur dérivée.

2

1 e—x2(1+tz)
et g(x) = —— dt.
§(x) /0 1+172

2. Montrer que pour tout x > 0,ona f(x)+ g(x) = g

+00 5
3. En déduire :/ e ' dt.
0

X
2
1.Onpose f = F>ou F : x — / e~ " dt est la primitive s’annulant en 0 de
0

X

2
x — e " . La fonction F est de classe €' sur R*. Donc f I’est également, avec

pour tout x > 0, f'(x) = 2F'(x)F(x) = 2e—x2/ e drt.
0

—x2(1+%)

2 powr (x,t) € R* x [0,1]. Pour tout x > 0,

t +— h(x,t) est continue sur [0, 1] et donc intégrable sur [0, 1]. Pour tout

Posons & : (x,t) —

Oh
t € [0,1], x — h(x,1) est de classe €' sur R* avec a—(x,t) — xe X
X

Pour (x,t) € R* x [0,1], < lett — 1 est continue et inté-

oh
8_x(-x7 t)

grable sur [0, 1]. Donc g est de classe €' sur R* avec, pour tout x > 0,
/ _ ! —x2(1+t2) _ —x? ! —x%? f L
gx) = —2x e dt = —2e e xdt. Le changement linéaire

0 0
u = xt donne Vx € R*, g'(x) = —2e_x2/ e du.
0
2. D’aprés les calculs précédents, f + g est de classe €' sur R*, de dérivée nulle. La
1
dt

fonction f+g est donc constante. Or £(0) = Oet g(0) = / 1o = Arctan1 = %

0
Pour tout x > 0, f(x)+g(x) = %

12

3. La fonction ¢ : t +— e~ ' est intégrable sur R* car ¢ est continue sur R* et

o) = o (e7). Ainsi lim f(x) = I?. On détermine la limite de g en
t—+00 X —+00
+ + 1 e_xz _
2
+00 par encadrement. Pour x > 0, 0on a 0 < g(x) < / i dt = Ze—x .
0
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. . . m .
Par encadrement, on obtient lim g(x) = 0. En conclusion /> = 1 et puisque
X—+00

L

I > 0, on obtient I = I

Exercice 10.6

Mines-Ponts MP 2007

+oo  —t i
teltx

o Vi

2. A I’aide d’une intégration par parties, déterminer une équation différentielle
linéaire d’ordre 1 vérifiée par J et en déduire une forme simplifiée de J(x)

1. Etudier J(x) = dt.

+00
2 T . . fox
(on rappelle que / el dt = T voir exercice précédent).
0

—t ,itx

1. On définit h(x,t) = pour (x,7) € R x R} (on choisit ces deux intervalles

car il n’y a aucun probléme de définition sur x et car on integre - par rapport a ¢
- de 0 a +00 une fonction qui n’est pas définie en 0. La dépendance en x se situe
simplement dans ¢'*', complexe de module 1. Les dominations sur R vont étre
tres simples a obtenir.

e Pour tout x € R, t — h(x, 1) est continue sur R}

oh ;
e Pourtout? > 0,x — h(x, t)est de classe €' sur R avec 8—(x, 1) =ivie e,
x

—t

e .
e Pour tout x € R, on a |h(x,t)| = ﬁ = ¢(1). Or ¢ est continue sur R} et
érifie (1) ! insi (1) ! i t d t
vérifie ~ —, ainsi que = o0 — |, ce qui permet de montrer
o0~ 7 que (1) = o () cequip

que ¢ est intégrable sur R}. Ainsi, pour tout x € R, t +— h(x, 1) est intégrable
sur R7.

Oh
e De méme, on a, pour x € Rett > 0, \8—(x,t)] = Vte™' = (1) avec ¢
x

continue et intégrable sur R}.

D’apres le théoréme de dérivation, la fonction J est de classe ¢ 'sur R avec, pour
+00

toutx € R, J'(x) =i Vie e dt.
0
2. On doit trouver une relation entre J et J' a I’aide d’une intégration par parties.
Les écritures de J et J' font apparaitre trois facteurs. On peut regrouper les deux
exponentielles afin d’avoir un seul produit et ainsi réaliser I’intégration par parties

| N . o
(en constatant de plus que r — —= s’intégre en t — 2+/7). Les fonctions utilisées

NG
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sont de classe €' sur un segment [a,b] C R}. On obtient alors

b b
1 .. . .
/ 7e(’H)’ di = [2v/1e™ " — 2(ix — 1) / VeV dz.

Ona lim 2vbe b = 0 (le module est 2v/be™" de limite nulle par crois-

b—+00

sances comparées) et hm 2\/ae "¢ = 0. On obtient alors, en passant aux
limites,
+00 . 2 1
J(x) = —2(3ix — 1) Vet g = 2D p i
0 i
Finalement J vérifie sur R I’équation différentielle J'(x) = — 3 2_+l 1)] (x).
S X —i x . .
Une primitive de x — i) = T2+ D) + l2(x2 D est la fonction

| .
X = — 1 In(1+x2)+ % Arctan x. Ainsi il existe un réel C tel que, pour tout x € R,

C +00 —t

on ait J(x) = me%’\manx. OnaC = J(0) = | \/_ dt. Le change-

ment de variable r = u? dans cette intégrale donne C = 2 / e du = /7.
0

Finalement, Vx € R, J(x) = VT ez Arctanx,

(1+x2)1/4

Remarque

On fera attention ici a ne pas prendre comme primitive de x +— - la fonction
X +1

x — In(x + i) qui n’est pas définie, ni méme x — In |x + i| qui ne convient pas.

Exercice 10.7

CCP PC 2006

dt
t*(1+1)
Etudier sa continuité, sa dérivabilité, ses variations et ses limites aux bornes.

+0o0
1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f : x — /
1

2. En trouvant une relation entre f(x) et f(x + 1) donner un équivalent de f en
0 et +o0.

1. e Définition : soitx € R.La fonction A, est continue sur [1, +o00]

1
[ —
t*(1+1)
et hy(t) ~ vy ainsi &, est intégrable sur [1, +o0o[ si et seulementsi x +1 > 1,
+0o0

c’est-a-dire si x > 0.
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1
e Continuité : on note h(x,t) = m pour (x,t) € ]0,4+o0[x[1,+o0[. Les

hypotheses de continuité sont immédiates : pour tout x > 0, ¢t — h(x,t)
est continue sur [1,+oo[ (et intégrable) et pour tout + > 1, x — h(x,t) est
continue sur R}. On essaie de dominer |i| indépendamment de x. Il suffit de

. 1 . . .
majorer . Comme ¢ > 1, x — t* est croissante et positive sur R}, ce qui

1 1
permet de majorer par 5 = 1. C’est la meilleure majoration valable pour

1
tout x > 0. Cela donne pour (x,7) € R} x [1,+o0[, |h(x,1)| < Tar On

. 1 .
ne peut pas conclure, puisque ¢ +— 17 n’est pas intégrable sur [1, +oo[. On

analyse alors la situation afin de comprendre ou se situe la difficulté. Il est
clair ici que le probleme vient du fait que x peut étre aussi proche de 0 que
possible. On fixe alors A > 0 et on applique le théoreme de continuité sur
[A, +o0[. Les hypotheses de continuité restent vérifiée et on obtient maintenant
1 . .
Vx = AV = 1 |h(x,1)] < m = ¢(t). Puisque A > 0, la fonction ¢
est intégrable sur [1, +oo] et par le théoréme de continuité, f est continue sur
[A,+o0[ pour tout A > 0. Les intervalles [A, +oo[ pour A > 0 recouvrent R},
donc f est continue sur R}.

e Dérivabilité : on applique la méme méthode. Pour tout x > 0, t — h(x, ) est
continue et intégrable sur [1, +ool, et pour tout > 1, x — h(x,t) est de classe

h Int
€' sur R} avec g—x(x, 1) = —ﬁ. On obtient
Oh In ¢
V> AVES 1| (0] < ———— = §(0).
¥ ox | S ey — Y0

La fonction ¢ est continue sur [1,+oo[. Pour prouver son intégrabilité sur
[1,+0c[, on cherche a > 1 tel que t*¢(¢) admet une limite nulle en +oo. C’est
le cas dés que @ < 1+ A. On peut choisir par exemple @« = 1+ A/2 € ]1, A[.
Donc ¢ est intégrable sur [1,+oco[ et f est de classe €' sur [A, +oo[ avec, pour

+00 1 t
toutx > A, f'(x) = —/ Ldl. Cela étant vrai pour tout A > 0, f
1 t*(1+1)
est €' sur R avec, pour tout x > 0 f(x) /+OO In t
, X , ff(x)=— —— dt.
+ &VE6. P (1+1)

e Limite aux bornes : il est assez simple de majorer f(x) puisque pour x > 0,
on a

oo gt 17 1
0< f(x) < = |-—
o< [ =]

1 X
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Cela donne lim f(x) = 0. Il est un peu moins simple de minorer f par une
X—+00

intégrale facilement calculable. On peut écrire

o dt 1 e
> _— = =
f& > /1 1+ [ x(1+ r)x]l x2"
ce qui montre que f(x) tend vers +co lorsque x tend vers 0. On aurait pu se

passer de 1’étude des limites puisqu’on demande la recherche d’équivalent dans
la question suivante.

+00 t

2. Soit x > 0. En écrivant la f = _ btient

oit x n écrivant f(x) sous la forme f(x) /1 1 +1) on obtien
+00 dt

1
O+ fx+1) = /1 previiali L’étude en O est simple puisque f(x + 1)
1
admet une limite finie f(1) lorsque x tend vers 0. Puisque f(x) = — — f(x + 1),
X

. 1 . . .
on en déduit que f(x) ~ox L’ étude en +oo est moins immédiate. On serait tenté
x—0 X
d’écrire

Fa+ D+ fO) ~ fO)+f)=2f(x)

—+

1
et ainsi conclure que f(x) ~ o mais la relation f(x +1) ~ f(x) n’est
x o0 2X x o0

—+ —+

pas forcément vraie (penser a ¢* ou exz). On procede par encadrement. D’apres la
premiere question, f est décroissante. Pour x > 0,on a f(x + 1) < f(x), ce qui
donne, pour x > 0,2f(x +1) < f(x)+ f(x +1) < 2f(x). Ainsi, en utilisant

1 1
la relation f(x + 1)+ f(x) = 1/x,ona, pour x > 1, — < 2f(x) < -1
x x —

1
Finalement f(x) ~ —.
x—+00 2x

Exercice 10.8

TPE PSI 2005, Mines-Ponts PC 2007

/2
1. Montrer que f(x) = / ln(x2+sin2 1) dt est de classe €' sur Rj et calculer
0

£ (x) (on pourra utiliser le changement de variable u = tant).
2. Calculer lim (f(x) — mlnx) et en déduire une écriture simplifiée de f(x)
X—+00
pour x > 0.

3. Montrer que f est définie et continue en 0.

On note h(x, t) = In(x? + sin’ 1) pour x > Oett € [0, 7/2].

1. Soit x > 0. La fonction ¢ — h(x,t) est continue sur [0, 77 /2] et donc intégrable
sur ce segment. Pour tout ¢ € [0, 77/2], x — h(x,t) est de classe € ! sur R} avec
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oh 2
a—(x, t) = 7x‘ Afin de dominer indépendamment de x, on se place sur un
X

e
x2 +sin” ¢

segment [a, b] C R} (ainsi on majore facilement le numérateur et on évite d’avoir
un dénominateur qui s’approche de 0). Plus précisément, pour tout ¢ € [0, 77 /2]

. 2b
et la fonction t — ———— est

a? +sin” ¢ a’ +sin’ ¢
continue sur le segment [0, 77 /2] donc intégrable. Finalement f est de classe ¢!

etx € [a,b],on a @(x,t) <
Ox

2

7/2
X .
sur [a, b] avec, pour tout x € [a,b], f'(x) = 2/ - dt. La fonction
0o x2+sin“t
f étant de classe € ! sur tout segment [a, b] inclus dans R}, elle I’est sur R} avec,
/2
x ) .
pour tout x > 0, f'(x) = 2 / —————dt. Le terme sin® ¢ s’exprime en
0 x%2+sin“t

fonction de tant. On effectue le changement de variable # = tant : la fonction
u +— Arctan u est bijective et €' de [0, +oo[ dans [0, 77 /2[ ainsi, si x > 0,

+00 2 d +00 2
f/(x) — / X - 1 +I/[ - — / # du
0 o, Y u o X +(1+x*)u

1+ u?

Arct uv'1+x2 e T
rctan | ——— = )
x 0 V1+x2

2
B [\/1+x2

. Pourx >0,0ona

/2 /2 sinzt
fx) —7nx = / (In(x? + sin® t) — In(x?)) dt = / In|1+-— | dr
0 0
En utilisant la majoration In(1 + ) < u, valable pour u# > 0, on obtient

T2 o 2t /2 1
0<f(x)—771nx</ s dzg/ Zdr =T
0 0

x2

m

V1+x2

Il existe donc A € R tel que, pour tout x > 0, f(x) =  argshx + A. On rappelle

que pour x € R, on a argshx = In(x + V 1 + x2). On détermine A par la limite
précédente.

1 2
F@) —minx = A+ 7Y oAb In(1 44 /1+1/x2),
X

ce qui donne, lorsque x tend vers +00, A + m1In2 = 0. Ainsi, pour tout x > 0,
f(x) = margsh(x) — 7In2.

Par encadrement, lim (f(x)— Inx) = 0. Or, pourtoutx > 0, f'(x) =
X—+00

. La premiere possibilité serait de calculer f(0) (on peut consulter 1’exercice 8.19,

/2
page 207). On montre que f(0) existe et f(0) = 2 / Insintdt = —mIn2 et
0
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constater enfin que lin(}+ f(x) = f(0). Sinon, on essaie d’appliquer le théoreme

de continuité pour une intégrale a parametre. Si on veut tenir compte du fait
que x € R*, il faut considérer I’intégrale sur 0, 77 /2] et non plus sur [0, 77 /2]
(il ne faut pas que x> + sin’z s’annule). On va prouver la continuité sur un
segment [0, A] ou A > 0 est fixé (il faut visiblement borner x si on veut pouvoir
majorer In(x? + sin’ t). Pour tout x € [0, A], la fonction ¢ +— In(x? + sin’ t) est
continue sur ]0, 77/2]. Pour tout r € ]0, 7 /2], la fonction x — In(x2 + sin’ 1)
est continue sur [0, A]. Si x € [0,A] et t € ]0,7/2], on a ’encadrement
sin’ ¢ < x2 +sin’ ¢t < A? + sin® t, ce qui donne

Insin® ¢ < In(x? + sin’ 1) < In(A% + sin’ t).

Le point délicat est le passage a la valeur absolue car on ne connait pas
les signes de ces expressions, ni la position relative de leur valeur absolue.
On a déja, \ln(x2 + sin® t)| < max(|In sin2t|, |In(A% + sin’ H)|). Il n’est pas
évident de déterminer ce maximum, mais on peut le majorer par la somme
de ces deux nombres positifs. Ainsi, pour tout x € [0,A] et ¢+ € ]0,7/2],
|In(x* + sin’f)] < |Insin®z| + |In(A® + sin’7)|. La seconde quantité est
intégrable sur 10,7 /2] car t +— In(A* + sin’7) est continue sur [0, /2]
Soit () = In sint = 2Insinz. La fonction ¢ est continue sur ]0, 7 /2] et
o(1) i 21nt. Donc ¢ est intégrable sur ]0, 77 /2]. Le théoréme de continuité pour

les intégrales a parametre s’applique, donc f est continue sur [0, A]. Cela permet
de retrouver f(0) = lirr(l)(ﬂ' argsh(x) —7In2) = —7In2.
X —>

Exercice 10.9

(Fonction I') Mines-Ponts PC 2006
+00
On définit, lorsque c’est possible I'(x) = / e dr.
0

1. Déterminer I’ensemble de définition &2 de I'.

2. Montrer que I' est continue sur tout segment [a, b] C 2.

(9%

. Montrer que I est de classe €' puis €7 sur tout segment [a,b] C Z. En
déduire que I' est de classe € sur 2 et déterminer I et T

. Montrer que I est une fonction convexe.
. Montrer que pour tout x > 0,ona I'(x + 1) = xI'(x).

. Calculer I'(1), et montrer que pour toutn € N,onal'(n + 1) = n!.

~N N e A~

. Déterminer un équivalent de I'(x) lorsque x tend vers 0. En déduire la limite
deI'enO.

. Donner la limite de I" en +00, ainsi que celle de x — I'(x)/x.

oo

9. Donner I’allure de la courbe représentative de I'.



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

10.2 Exercices d’entrainement @

1 —t — e(xfl)lnt

On définit, pour x € Rett > 0, h(x,t) =t e -,

e

1

1. Pour tout x € R, r — h(x, ) est continue sur R}. On a h(x, 1) ~ t*7, et hoest
—

intégrable sur ]0, 1] si et seulement si x — 1 > —1, c’est-a-dire si x > 0. De plus
lim >(r*"'e™") = 0, ainsi, pour tout x € R, h(x,1) = o (l/tz). La fonction
t—+00 t—+00

h est intégrable sur [1, +oo[. Donc I est définie sur R}.

2. Soit [a,b] C RX. Pour tout x > 0, t — ™ D"~ est continue et intégrable

sur R}. Pour tout # > 0, x +— h(x, 1) est continue sur R}. On cherche a dominer
|h(x,t)| indépendamment de x € [a, b]. Le terme e’ ne dépend pas de x. II faut
déterminer un majorant de x — r*~!. En le mettant sous la forme e* " le
maximum est atteint en a lorsque ¢ < 1 (car In¢ est négatif) et en b lorsque ¢ > 1.

On pose alors
™ i 1 e]0,1]
t) = .
() { P le™ sior>1
@ est continue par morceaux sur R} (elle est méme continue car les deux mor-
ceaux se raccordent en 1). Elle est intégrable sur ]0, 1] et [1, +oo[ (voir question

précédente). Ainsi I" est continue sur tout segment [a, b] C R}. Donc I est conti-
nue sur R}.

3. Pour tout x € [a,b],t — h(x,t) est continue et intégrable sur R}. Pour tout
oh

t € RY,x — h(x,t) est de classe &' sur [a,b] et 8—(x,t) = (Int)t*'e™". En
X

utilisant la fonction ¢ précédente, on a

Vx € [a,b],Vt > 0, %(x,t) < |Int|e(t) = ¢(t).

La fonction ¢ est continue sur R}, et 12(1) tend vers 0 lorsque 7 tend vers +00
par croissances comparées. Donc ¢ est intégrable sur [1,+oo[. De plus, on a

|Int|
ho 1z,

tl—a :
I’exercice 8.5, page 189). Le théoreme de dérivation montre que I" est de classe

%" sur [a, b). Pour montrer que I est de classe %?, on utilise la méme méthode
2

Puisque 1 — a < 1, la fonction ¢ est intégrable sur ]0, 1] (d’apres

0 . . .
sur — avec (x,t) = (n t)2h(x, t). La domination est réalisée par la fonction

0x Ox?
t — (In t)2¢>(t), et son intégrabilité se prouve de la méme maniere. Alors I' est de
classe € sur [a, b]. Tout cela permet de conclure que I est de classe € sur R*

avec, pour tout x > 0,
+00 +00
I"(x) = / (nn)* e "dretI(x) = / (In2)*t*le™" dt.
0 0

4. Pour x > 0, I'"'(x) est égale a I'intégrale d’une fonction positive et non identique-
ment nulle sur R}. Donc I est strictement positive sur R et T est (strictement)
convexe.
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5. Soitx >0.0Onsedonne A > ¢ >0.0na

A A
_ A 1 —
/ r'e”"dt = [t'e ’]8 +x/ e " dt.
& &

Puisque x > 0,&"¢~° tend vers 0 lorsque & tend vers 0 et A*e~* vers 0 en +0o.
On obtient, lorsque ¢ tend vers 0 et A vers +oo, I'(x + 1) = xI'(x).
+00
6. I'(1) = / e 'dt = 1 etT'(n+ 1) = n! se montre par récurrence, a I’aide de la
0

relation de la question précédente.

7. Pourx > 0,onal'(x) = [x+D

. Puisque I" est continue sur R} et que I'(1) # 0,

1
onal'(l1+x) NOF(l): 1.Donc I'(x) ~ —.

x—0 X

8. La fonction I étant convexe, elle admet une limite en +oc. Or I'(n + 1) = n! pour

. . Fx) x-—1 -
n entier. Donc lim I'(x) = 4+oc. Pour x > 1, 1) = I'(x — 1), de limite
X—+00 X X
. I'k)
+o00 lorsque x tend vers +0o. Donc lim —— = +00
xX—+00 X

9. .,

6

5

4

3

2

1

1 2 3 4 5

10.3 EXERCICES D'’APPROFONDISSEMENT

Exercice 10.10

ENSAM PSI 2006 K
On note f(x) = / cos(x?)

dt.
0 1+172

1. Déterminer I’ensemble de définition de f, étudier sa continuité, sa parité et
montrer que f est bornée sur son ensemble de définition.

+00 1 : t
2. Montrer que pour tout x > 0,ona xf(x) = 2/0 (IST(;); .
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3. Montrer que f est de classe €' sur R, puis de classe €? sur R} et que
=
4. En déduire une expression simple pour f.
cost

+00
5. Simplifi — dt.
impli er/0 P

t
1. Soit h(x,1) = %(’;2)

sur R x R* (on a par conséquent la continuité partielle par rapport a chaque

pour (x,7) € R x R*. La fonction & est continue

variable) et, pour tout (x,7) € R x R*, |a(x,1)| < . Puisque t +—

1 +12 1+12
est continue et intégrable sur R*, f est définie et continue sur R. On obtient
facilement h(—x) = h(x) pour tout x € R, f est donc paire, ainsi que

| cos(xt oo dt
| f(x)] < /0 %dt < /o i g La fonction f est bornée

sur R.

dt, car

A cos(xt) B [sin(xt)] A A ¢ sin(xr)
0 0

2. Soit OetA >0.0
oty >0et A > nax/o 1+¢2 1+1¢2 (1 +12)?

in(x A
sont de classe €' sur [0, 1]. Pu1sque lim sin(xA) =0,
—+00 1 + A2

t sin(xt
on obtient en faisant tendre A vers +o0, xf(x) =2 / L);z
o (1+1?)

3. On pense bien entendu a appliquer le théoreme de dérivabilité. Cependant,

t
il n’aboutira pas si on cherche a I’appliquer sur / C;)i();) dt. En effet
0

. 1
t — sin(xt)ett —
(x1) 1+1¢2

, | sin(x1)] sin(xt)
5 | sin(x?)| e T et on peut montrer que 7 —
—+

Oh

—x, )| =
2 oD =1
n’est pas intégrable sur R}. Le théoreme n’a donc aucune chance de s’appliquer
ici. On va I’appliquer a la nouvelle intégrale obtenue dans la question précédente.

+OOt . t
Soit A = R* x R*. On définit g pour x positif par g(x) = /0 %

t sin(xt)
1+ t2)2'
A. Pour tout (x,1) € A, |hy(x,1)| <

et, pour (x,t) € A, hy(x,t) = La fonction 4, est de classe €' sur

. +
1+ 2)2, ainsi, pour tout x € R, la

fonction ¢t +— hz(x t) et intégrable sur R*. De plus, pour tout (x,7) € A, on a
8h2 ( 9 cos(xt) 1?
’ +12)2 | T (1+12)2

. Le théoreme de dérivation montre que

12 cos(xt)

+00
est de classe €' sur R* avec, pour tout x € R*, ¢/(x) = / -
8 p g (x) . A+

2
Puisque, pour tout x > 0, on a f(x) = —g(x), la fonction f est de classe € sur
X
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2 2
R} et, six >0, f'(x) = =g'(x) — —g(x). Pourx > 0,0na
x X

+00 2 o +00
¢(x) = / (1= Deost) 4y piey— / COSD) 41— p(x)— k().
0 0

(1+12)? (1+12)?

On montre comme précédemment que k est dérivable sur R} avec, pour tout

T2 ¢ sin(xt)
! —
x > 0,k(x) = /0 1112

R* avec g’ (x) = f'(x) — k'(x) = f'(x) + g(x). Pour x > 0, on obtient

t = —g(x). Alors g’ est de classe €' sur

2 4 4 2 2 2
[l ==g"(x) = 58 () + zg(x) = = (f’(x) +g(x) — =g'(x) + 7g(X)>
X X X X X

X

2
et avec ’écriture précédente pour f/(x),il vient f”/(x) = —g(x) = f(x)six > 0.
X

4. La fonction f est solution sur R} de I’équation différentielle y”" = y. Il existe
donc des réels A et B tels que, pour tout x > 0, f(x) = Ae* + Be *. La fonc-
tion f est bornée sur R*, on en déduit que A = 0. Par continuité de f en 0,

oo gt T

onaB:}ii%f(x)Zf(O):/o 1412 )

= —. Ainsi, pour tout x > 0,

T » T _ L
fx) = Ee_x, et par parité, pour tout x € R, f(x) = >¢ ¥l Cette écriture de

f montre que f n’est pas dérivable en O puisque les dérivées a droite et a gauche

en 0 sont différentes (et opposées).

) cost y
5. La fonction ¢ +— ——— est intégrable sur R* lorsque x # 0. On peut alors

x2 412

effectuer le changement de variable linéaire ¢t = ux (toujours si x # 0) pour se

ramener a une intégrale proche de celle définissant f. Ainsi, si x > 0,

/+°° cost i _/+°° cos(ux) du — lf(x): Te
0 0

= X = —
x2 412 x2(1 +u?) X 2x
+00 —|x]
. cost? Te .
Par parité, on a/ i dt = 20| pour x € R*.
0

Exercice 10.11

Mines-Ponts PC 2005 (et plus) K
dt.

+00
t
On définit, lorsque c’est possible, F(x) = / 51tn(x 1)
0 e —

1. Déterminer le domaine de définition de F'.
2. F est-elle continue ?

3. Sur quel intervalle F est-elle €° ?
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4. Montrer que pour tout x réel, on a F(x) = Z f
n

n=1

5. Donner le développement en série enticre de F autour de 0.

On note h(x,t) = sin(x 1) pour x € Retr € R}.
e'

1. Soit x € R. La fonction g, :  — h(x, 1) est définie et continue sur R}. Puisque
xt C -
g(t) ~ T X, on peut prolonger g, par continuité en 0 et g, est intégrable sur
r—

10,1]. De plus g.(t) = O (e™") et g, est intégrable sur [1, +oo[. Finalement, la

t—+00

fonction g, est continue et intégrable sur R} pour tout x € R. Donc f est définie
sur R, et on montre facilement que f est impaire.

2. Pour tout x € R, t +— h(x,t) est continue et intégrable sur R}. Pour tout ¢ > 0,
x +— h(x,t) est continue sur R. La difficulté vient de la domination. Si on

majore |sinxt| par 1, on obtient un majorant ~0 7 non intégrable sur

el —11t—0

t
10, 1]. On utilise la majoration |sinu| < [u| qui donne |A(x,)[ < |x[-
ol —

pour (x,7) € R x R}. Mais ce majorant dépend de x. Soit A > 0. Pour tout
t

el —1

est intégrable sur R} car ¢ est continue sur R}, admet une limite finie A lorsque ¢

tend vers 0, et est négligeable devant ¢ — 1/ 1 en +0o. Donc f est continue sur

[—A, A] pour tout A > 0, donc f est continue sur R.

x € [-A,Alett > 0,0na |h(x,1)] < A—1 La fonction ¢ : t — A

3. On définit I’hypothese de récurrence, pour n € N,

n

+00 t
Pn): f estdeclasse €" sur Ret,Vx € R, f™(x) = / sin(xt + nﬂ-)i1 dt.
o _

. T 1"
Pour tout n € N, on note 6, : (x,t) — sin(xt + nz) -
e fe——

T La question pré-

cédente donne Z(0). Soit n € N tel que #(n). Pour tout x € R, ¢t — 6,(x,1)
est continue et intégrable sur R} (d’aprés I’hypothese de récurrence), pour tout

t > 0,x — 0,(x,t)estde classe €' sur R avec —~ = 6,,,,. Enfin, pour x € Ret

0,
Ox

1= Y, (1). La fonction ¢, est continue sur R}, admet

n+l

t >0, |0,5(x,1)] <

1
une limite finie en 0 (0 en général, 1 sin = 0), et ,(t) = o (t_2> Donc ¢,
t—+00

est intégrable sur R, et le théoréeme de dérivation montre que f™ est de classe
%! sur R avec la dérivée souhaitée. Par récurrence, Z2(n) est vérifiée pour tout
n € N, et f est de classe €°° sur R.
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. . sin(xt)
4. Soit x € R. La fonction a : t —

1
sur ]0, +oo[. On décompose ;
e R

. est continue sur ]0, +oo[ et intégrable
el —

1 en somme de termes d’une série géométrique.

Puisque ¢ > 0, ¢’ > 1, ce qui ne permet pas d’utiliser la somme d’une série
géométrique de raison e’. On factorise par ¢’ et, puisque e~" € ]0, 1[, on obtient

1 _ _
W>O’e’—1_l—e - =e ’Ze nt :Ze nt,

Pour n € N*, on définit a,, sur R* par a,(t) = e sin(xt). Chacune des fonctions

a, est continue et E a, converge simplement sur R}. La somme de cette série

de fonctions est la fonction a, puisque la série provient de la décomposition de a.
La fonction a est continue sur R}. Pour tout 7 > 0, on a |a,(1)] < e et a, est
intégrable sur R,. Enfin, si A > 0,

A A —nA jixA
‘ 1—
/ an(t)dt = Im / e~ gp | = Im <4>
0 0 n—ix

4 tend alors vers 0 et

n+ix X

o 2) = o On
n*+x n*+x
espere alors pouvoir appliquer le théoreme d’intégration terme a terme. Hélas,

La limite lorsque n tend vers ’infini donne (puisque e

+00
- 1
que ¢"** est borné), / a(t)dt = Im(——) = Im(
0 n—ix

+00

/ |a,(1)| dt n’est pas facile a évaluer. On obtient facilement la majoration
0+OO +o0 1

/ la, ()| dt < / e "dt = —, mais cela ne permet pas d’appliquer
0 0 n

+00
le théoreme. On affine la majoration de / |a,(1)|dt. On a, pour t > 0,
0

a,(t) = sin(xt)e™™ . Pour n grand, trés rapidement la fonction prend des valeurs
petites, si bien que la contribution importante dans 1’intégrale se fait autour de
0. Le choix de majorer |sin(x¢)| par 1 est donc assez mauvais. On peut plutdt
majorer |sin(xz)| par |x¢|. Cette majoration est plus mauvaise pour les grandes
valeurs de x mais elle sera largement compensée par 1’exponentielle. En intégrant
par parties, on obtient

+00 +00 +00
/ lan(0)] dt < |x|/ re= dx 'x‘/ e df = M
0

+00
Finalement Z / |a,(1)| dt est convergente, et on peut appliquer le théoréme
0

d’intégration terme a terme, ce qui donne le résultat demandé.
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5. On effectue les calculs et les permutations sans les justifier afin de voir ou cela

mene :
+00 2n+1
(xt)
F = -1 dt 10.1
@ = [ (Z( e 1),) (10,1
+oo [ +00 n 2n+1
=D 1 2n+1
= T dt 10.2
/0 (;(2n+1)!e’—1 ( )
+00 +00 n 2n+1
_ =" 2n+1
= ; /O <mﬁ dt (10.3)
+00
(_l)n /+OO t2n+l _
= e dt da 10.4
2(2,“1)!(0 o —14)" (104)
+00  2n+l
On note, pour n € N, [, = / — dt. Dans I’exercice 9.6, page 213,
0o € -
on montre que I, = I'Cn + 2){2n +2) ou I'n +2) = (2n + 1)! (voir
+00
1
exercice 10.9, page 244) et {(x) = Z — lorsque x > 1. On obtient alors
p=1 p
+0o0
Fx) = Z(—l)"( (2n + 2)x>™! 11 reste a justifier les calculs et déterminer
n=0

pour quelles valeurs de x ils sont valables. La formule (10.1) n’utilise que le

développement en série entiere de la fonction sinus, valable sur R, les formules

(10.2) et (10.4) ne sont que des réécritures. Il reste a justifier I'intégration terme
(_l)n t2n+l _

Cn+1)le —1

Pour tout n € N, u, est continue et intégrable sur R} (voir les méthodes

a terme de (10.3). On définit u, sur R* par u,(t) =

des questions précédentes), la série de fonctions g u, converge simplement
+0o0

sur R}, et E u, est la fonction continue sur R} ¢
n=0

sin(xt)

. Enfin, on a
et _

+00 2n+1

/ lu, (1) dt = (2| *| P = [(2n + 2)|x|*"*!. La fonction { est décroissante
0

sur [2, +00o[ (somme de fonctions décroissantes) et minorée par 1 (premier terme

de la somme). Donc pour toutn € N,ona l < {(2n +2) < {(2). Le rayon de

la série entiere Z £(2n +2)x**! est donc le méme que celui de Z x2 est

a dire 1. La permutation est donc valable lorsque |x| < 1 (on peut également
montrer que lim J(x) = 1 pour retrouver le rayon de convergence, par exemple
X—+00

en appliquant le critere de d’ Alembert). Finalement, pour toutx € ] — 1, 1[, on a

Fx)=> (=1)"{@n+2)x™"",

n=0



Séries de Fourier

__4

11.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D'’ASSIMILATION

On note € .# »,, ’espace vectoriel des fonctions de R dans C, 27-périodiques et
continues par morceaux. On note %5, 1’espace vectoriel des fonctions de R dans
C, 2mr-périodiques et continues. Soit f € €. 2 :

Les coefficients de Fourier exponentiels de f sont définis par

27

1 .
Vn€Z, cu(f)= W f@e "dr .
0

Les coefficients de Fourier trigonométriques de f sont définis par

2w 21

f(t)cosntdt bn(f):% f()sinnt dt .

1
VneN, a,(f)=—
T 0

0

On trouvera dans les exercices d’assimilation (1.1, 1.3, ...) de nombreux
exemples de calculs de coefficients de Fourier.

Les remarques suivantes sont utiles pour calculer les coefficients de Fourier d’une
fonction f € €. », :

2 w
e Si f est paire alors, b,(f) =0, eta,(f) = —/ f(t)cosntdt.
T Jo

2 o
Si f est impaire alors, a,(f) =0etb,(f) = — / f(t)sinnt dt.
T Jo

e On peut remplacer I'intervalle d’intégration [0,27] par un autre intervalle
d’amplitude 277, mieux adapté a la fonction f. Par exemple on prend I’inter-
valle [—r, 7] lorsque f est une fonction paire (ou impaire).

Notons a ce sujet que le tracé du graphe de f est souvent déterminant lors du
choix de Iintervalle d’intégration.

e Sans modifier les coefficients de Fourier, on peut modifier les valeurs de f en
un nombre fini de point sur I’intervalle d’intégration. Notamment on remplace
souvent la valeur de f en un point ou est elle discontinue par la demi-somme
des limites a gauche et a droite en ce point.
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Certaines propriétés de régularité de f ont des conséquences importantes sur ses
coefficients de Fourier :

e Lorsque f € €. »,les suites (¢, (f)), (c_.(f)), (a.(f)) et (b,(f)) convergent
vers 0 ; en particulier, elles sont bornées.

e Si f est 2ar-périodique, continue sur R, et de classe €' par morceaux, alors
Vn € Z, cn(f/) = inc,(f).

e Plus généralement, si f est 27-périodique, de classe € sur R, et de classe
€**! par morceaux, alors Vi € Z, ¢,(f*) = (in)* e, (f).

On en déduit que ¢,,(f) = o <

7 | quand |n| — oo.
n
Série de Fourier d'une fonction f € ¢ .75,

ao(f)
2

¢ On note u( la fonction constante de R dans C définie par ug(x) = co(f) =

et pour tout entier n € N*, on note u,, la fonction de R dans C définie par

Vx € R, up(x) = ca(f)e™ + c_p(fe ™ = a,(f)cosnx + b,(f)sinnx .

e La série de fonctions g u, est appelée la série de Fourier de f. Sa somme

N N
partielle a ’ordre N est définie par Sy(x) = Z u,(x) = Z ca(f)e™.
n=0 n=—N
+0o0
Lorsque la série de Fourier converge en un point x de R, la somme Z uy(x) est
n=0

+0o0
parfois notée Z ca(fe™.

n=—oo

Les théorémes fondamentaux

e Le théoréme de Dirichlet : soit f: R — C une fonction 27-périodique et de
classe €' par morceaux. Alors la série de Fourier de f converge simplement
sur R. En chaque point x € R, la somme de la série de Fourier de f est égale a la
demi-somme des limites a gauche et a droite de f. En particulier si f est continue
au point x € R, alors la somme de la série de Fourier de f au point x est égale
a f(x).

¢ Le théoreme de convergence normale : soit f: R — C une fonction 27-
périodique, de classe €' par morceaux, et continue sur R. Alors la série de Fourier
de f converge normalement sur R, et sa somme est égale a f.

e La formule de Parseval : soit f: R — C une fonction 27-périodique conti-
L. L. 2 2 2
nue par morceaux. Alors les séries numériques E lea]”s E lc—nl®s E la,|” et

)
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Z |b,|* sont convergentes et

1 o7 2 2 = 2 2
3 [ O dr = el + 3o+ fe-uP)
n=1

_ ’a0|2 1 +0o0

2t EZ(\an\2+ 15, ]?) -

n=1

e Soient f et g deux fonctions continues et 277-périodiques de R dans C. Si f et
g ont les mé&mes coefficients de Fourier, alors f = g.

Exercice 11.1

Centrale MP 2007, CCP PC 2006

Soit f € €. M, telle que f(x) = ? pour tout x € [0, 2.

1. Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.

2. Justifier la convergence de la série de Fourier de f et calculer sa somme.

+00 (_1)p +00 1
3. Calculer Z , et Z — .
prs 2p+1 —n

La fonction f est 277-périodique et de classe €' par morceaux. Son graphe est repré-
senté FIG. 11.1.

1

Figure 11.1 Graphe de f
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1. Comme f est une fonction a valeurs réelles, nous utilisons les coefficients de
Fourier trigonométriques de f. Il est judicieux de modifier la valeur de f au point
x = 0 (et aussi en tous les points de la forme x = 2k, (k € Z)) et de la remplacer
par 0. Ainsi modifiée la fonction f est impaire. On a donc a,(f) = 0 pour tout
n € N.Pourn € N*, ona

21
by(f) = - / T =1 Gin(mnyds
T 0 2

1 [_(W—t)cos(nt)rﬂ 1

1
- cos(nt)dt = — .
21 n

n o 2nm J

21 0
n

2. Le théoreme de Dirichlet montre que la Série de Fourier de f converge simple-
ment sur R, et que pour tout x € R, le série de Fourier de f converge vers la
demi-somme des limites a gauche et a droite de f au point x.

+o0o .
. T—X sinnx
En particulier : Vx € 0, 27[, ;= g_l .

n
3. Utilisons la relation précédente avec x = 7/2. Sin = 2p (p € N") on a
sin(n/2) = 0, tandis que sin = 2p+ 1 (p € N), sin(2p + 1)7/2) = (—1)”. On
+00
. (=1)? T
btient d : = —
obtient donc ; 2p+1 )
+00 1 2 5 77_2
Enfin la f le de P 1d — = — —x)dx = —.
nfin la formule de Parseval donne ; Py} (m — x)“dx G

Exercice 11.2

Extrait de Mines-Ponts PSI, MP 2007

. sin(nx . . , ) .
1. La série E \(/_ ) est-elle la série de Fourier d’une fonction continue par
n

morceaux, 27-périodique ?

. cos(nx . . , .
2. La série g (nx) est-elle la série de Fourier d’une fonction de classe %!
n

par morceaux, 2m-périodique ?

2
) 1 1 : N
1. Non, car la série de terme général <7> = — devrait converger d’apres la
n n

formule de Parseval.
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. . | , N
2. Non, car pour x = 0, on obtient la série g —, qui devrait converger d’apres le
n

théoréme de Dirichlet.

Exercice 11.3

Air PSI 2004, CCP MP 2006

Soit f: R — R la fonction 27r-périodique telle que f(x) = |x| pour tout
x € [—m, ], et soit g la fonction 27-périodique, impaire, telle que g(x) = 1
pour tout x € ]0, 7[.

1.

Tracer les graphes de f et de g. Vérifier que g est de classe 4’ par morceaux,
et que f est continue et de classe €' par morceaux.

. Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f et de g.

. Justifier la convergence des séries de Fourier de f et de g, et calculer leur

somme.
+00 +00 +00 +oo
(—1)r 1 1 |
. Calcul A _ S =
ateutet e 2p+l’ 1;)(2p+1)27 1;)(2p+1)4 © ;n‘*

Indications de la rédaction : pour la question 2 on pourra remarquer que g est
la dérivée de f, dans le sens ot g(x) = f'(x) en chaque point x € R ou f est
dérivable. Pour la question 4 on pensera a utiliser la formule de Parseval.

1. On représente sur un méme dessin (FIG. 11.2) le graphe de f (en noir) et le graphe
de g (en gris) .

Figure 11.2 Les graphes de f et de g.
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Les fonctions f et g sont affines par morceaux ; elles sont donc de classe €' par
morceaux. On observe de plus que f est continue sur R. Comme g(x) = f'(x)en
chaque point ou f est dérivable, on peut considérer g comme la dérivée de f.

. Commencons par le calcul des coefficients de Fourier de g. Comme c’est une

fonction impaire, on a a,(g) = 0 pour tout n € N.
w

2 2
Pourn € N*,onab,(g) = — / sin(nx)dx = —(1 — (=1)"). Il en résulte que,
T Jo ni

pour tout p € N, by,(g) = 0 et que byp41(g) = (ZPT)W .
Comme f est paire, on a b,(f) = 0 pour tout n € N.

o
On calcule ao(f) = — / x dx = ar, puis, pour n > 1, a’aide d’une intégration
T Jo

par parties :

a,(f) = % f(@)cos(nt)dt
=:J4[f0)QMnﬂK;,——l— W‘WU)QMnﬂdt
nw nw

—TT

= b /W g(t)sin(nt)dt = *lbn(g)a
nwT J_, n

d’ot az,(f) = 0 pour tout p € N*, et az,.1(f) = pour tout p € N.

CQp+ 12w

. Comme f et g sont 277-périodiques, de classe €' par morceaux sur R, le théoréme

de Dirichlet montre que les séries de Fourier de f et de g sont convergentes en
chaque point, et

74X 1
Vx € R, f(x):z—ﬂ_;(zp_'_l)zcos@p+l)x.
4+oo
Vx eR, gkx)= 771;) ap+l) sinp + Dx .

(En effet f est continue sur R, et pour tout x € R, la demi-somme des limites a
gauche et a droite de g au point x est égale a g(x).)

1l est trés intéressant de remarquer la convergence normale de la série de Fourier
de f (f est continue et de classe €' par morceaux), tandis que la série de Fourier
de g n’est pas normalement convergente.

™ . e G L N € D L
. Pour x = > on obtient g(7/2) =1 = p z;) d’ol z;) —
p= p=

Qp+1) Qp+1) 4

- 4+<>o 1 +00 1 77_2

Pourx =0ona, f(0)=0=5~—) ————.dou) ———F=—.
our x = 0 ona, f(0) 2 wpzoepﬂﬂ O“I,ZO@pHV 8
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La formule de Parseval appliquée a f donne — / 2d = —2 +— ! 71
u ppliqu x“dx .
0 2 a? (2P + 1)4

o
+0o0 1 77_4
On en déduit que : Z W = 9% Posons enfin § = ; pr On peut
2N+1 N 1
écrire Z Z (2n) 7 Z (2n T d’ou en faisant tendre N vers +o0o,
4
S Z (2 . On en déduit que S = %

11.1.1 Séries de fonctions trigonométriques

Jusqu’a présent nous sommes partis d’une fonction f € % .#,, et nous lui
avons associé une série de fonctions g u,, ou, pour n > 1, et x € R,
inx —inx

u,(x) =c,e'" +c_,e
Nous allons maintenant partir du point de vue inverse : on se donne une suite (¢, ), ez

de nombres complexes, et on considere la série de fonctions g u, définie par

—inx

Vx € R, up(x) = co, et un(x) = cpe™ +c_ne pourn > 1.

Une telle série est appelée une série trigonométrique. Il est souvent utile de
mettre en évidence son mode de convergence (notamment la convergence nor-
male, qui permet ’utilisation du théoreme d’intégration terme a terme).

Exercice 11.4

(Convergence normale d’une série trigonométrique)

Soit (c,)nez une famille de nombres complexes. Pour tout entier n € N, on
définit 1a fonction u,, par ug(x) = co, et, pourn > 1, u,(x) = c,e™ +c_,e ™",

1. Montrer que ||u,||s0 = |cn| + |c—n| pour tout n € N*.
Indication de la rédaction : on pourra exprimer c, et c_, sous forme trigono-
métrique.

2. En déduire que la série de fonctions g u, converge normalement sur R si et

seulement si les séries numériques Z c, et Z c_, sont absolument conver-
gentes.
3. Déterminer deux familles de nombres complexes, (a,),en €t (b,),en+ telles
a .
que up(x) = ?0 et u,(x) = a,cosnx + b, sinnx pour tout x € R et tout

n € N*,
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4. Montrer que la série de fonctions g u, converge normalement sur R si et

seulement si les séries numériques E a, et g b,, sont absolument conver-
gentes.

5. On suppose que la série de fonctions g u, converge normalement sur R, et

on désigne par S sa somme.
Montrer que S est une fonction continue et 27-périodique, et calculer ses
coefficients de Fourier.

Pour tout n € N*, et pour tout x € R, on a

lu, ()| = ‘cnei"x

+ C_nefmx |

< |ea| + el -

Il en résulte que ||uy]|oo < |Cnl + [c—n]-

Les nombres complexes ¢, et c_, peuvent &tre écrits sous forme trigonométrique :
co=re? et c_,=r"e? avec(r,r') e R2et(9,0) c R*.

On a alors, pour tout x € R, u,(x) = re'®) 4 /@ =10,

Soit xo le nombre réel tel que § + nxy = 6 — nxy. (On calcule facilement

xo = (6" — 0)/2n)). On a alors u,(xg) = (r +r')e™", avec x; = 6 + nxg, d’on

tnlloo = |un(xo)| =1 +7" = |ca| +|c_n| -

On adonc ||u,||co = |ca| + |c—n].

. Il résulte de la question précédente que la série de fonctions Z u, est normale-

ment convergente si et seulement si la série numérique de terme général |c, |+|c_,|
est convergente.

Comme 0 < |¢,| < Jen| + |c—n| et O < |c—p| < |cu| + |c—n], la convergence de
la série de terme général |c,| + |c_,| entraine celle des séries de termes généraux
lcn| et |c—,|. Réciproquement si les séries de termes généraux |c,| et |c_,| sont
convergentes, leur somme est convergente.

. On a évidemment ay = 2cy.

Pourn > 1 on a u,(x) = c,e'™ e

a, =c,+c_,eth, =c, —c_,.

+c_pe "™ = a,cos(nx) + b, sin(nx), avec

. Pourtoutn > 1ona|a,| < |cy|+|c—n| et |by]| < |cn]|+]|c—n|- Donc la convergence

de la série de terme général |c,| + |c_,| entraine la convergence des séries de
termes généraux |a,| et |b,|.

On a aussi |¢,| < |a,| + |ba| et |c_,| < |an|+ |b,|. Donc la convergence de la série
de terme général |a, | + |b,| entraine la convergence des séries de termes généraux
lea| et |c—yl.

. La continuité de chaque fonction u, et la convergence normale de la série g U,

entrainent la continuité de la somme S. Pour tout x € R, on a

+00 +00

SC+2m) = uy(x +2m) = up(x) = S(x) .

n=0 n=0
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S est donc 277-périodique.
Soit p un entier relatif. Pour tout n € Z, notons v, la fonction définie par
V(X)) = u,(x)e”PY = c, VTP 4 ¢ " TP Comme ||V ]|oe = |Cal + |c_ul,

la série de fonctions E v, converge normalement sur R. Les fonctions v, étant

continues, on peut utiliser le théoreme d’intégration terme a terme sur le segment
[0,27] :

1 2 .
cp(S) = 277_/ S(x)e '"P*dx
0

1 2 +0o0 )
=5 Zun(x)e_lpx dx
0

n=0
+00 1 27T +0o0 1 2
_ i(n—p)x i(—n—p)x
= — cpe dx + — / c_pe dx

21
=c, puisque/ e"dx =0sim e Z".
0

Lorsque les séries numériques E cp et E c_, sont absolument convergentes, la

série trigonométrique ¢y + E (cpe'™ + c_,e”'"") converge normalement sur R.
Sa somme S est une fonction continue, 27-périodique, et ¢,(S) = ¢, pour tout
nez.

11.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 11.5

CCP PC 2007, Mines-Ponts MP 2006
On considere la fonction définie sur R par f: ¢t — f(¢) = e
1) Justifier que f est égale a la somme de sa série de Fourier.
+oo ikt
2) Montrer que Vt € R, f(¢) = ik
k=0 "
En déduire les coefficients de Fourier ¢, de f pour toutn € Z.
1
(nh?
Indication de la rédaction : pour la question 2, utiliser le développement en série
entiere de €%, avec 7 = €''.

2 +00
3) Montrer que / gt =21 Z
0 n=0
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1) La fonction f est 27-périodique et de classe €' sur R. D’apres le théoréme de
convergence normale la série de Fourier de f est normalement convergente, et sa

somme est égale a f.
2) Le développement en série enticre de la fonction exponentielle :
+0o0 Zk
Vz € C, & = Z o
k=0
) OO ikt
donne, avec z = €', f(t) = Z i

n=0

Pour toutn € Z,

1 o - 1 27 +00 ei(k—n)t 1 +00 27 ei(k—n)t
= — t _lntd[ = — dt = — dt
al)=5n ) J0e 277/0 kzz(:) k! 27;/0 A

I’intégration terme a terme étant justifiée par la convergence normale de la série de
i(k—n)t
e'l

k!

fonctions Z v, ou v, (¢) =

27 elk—mit

1
dt =0,etonadoncc, = — pourn € N,etc,(f)=0
n!

Pourk;én,ona/ '
0 k!

pour n < 0.
3) Pour tout 1 € R, f(t) = "¢ et donc |f(t)|2 = 2% La formule de

+0o0 1

1 2 5 1 2 5
P 1d lors — N dt = — osldt =
arseval donne alors ~— /o | f()] Zy= /o e Z

n=0
Exercice 11.6

Centrale PSI MP 2006, TPE PC 2007
Soit f: R — C définie par f(x) = |sinx]|.
1. Donner I’allure du graphe de f.

(nh?’

2. Calculer les coefficients de Fourier de f. Montrer que la série de Fourier de f
est convergente, et calculer sa somme.

+00
1 1
3. Mont — = .
ontrer que pz_:] 212
+0o0o
4. Déterminer une suite (c,) de réels tels que Vx € R, f(x) = Z ¢y cOs® nx.
n=0

(A I’oral de Centrale, un logiciel de calcul formel est & disposition).

1. Le graphe de f s’obtient facilement & partir du graphe de la fonction sinus. Le
tracé suivant est obtenu a I’aide de I’instruction Maple :
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> plot(abs(sin(x)),x=-5..5);

Figure 11.3 Le graphe de f

2. f est 2ar-périodique, continue sur R, et de classe €' par morceaux. Le théoreme
de convergence normale montre que la série de Fourier de f est normalement
convergente sur R, et que sa somme est égale a f.

Comme f est paire, on a b,(f) = 0 pour tout n € N.

2 o
Onaai(f) = —/ sinx cosxdx =0, et, pourn # 1,
T Jo

2 [T 1 /7
a,(f) = —/ sinx cosnx dx = —/ (sin(n + 1)x — sin(n — 1)x dx)
0 T Jo

T

_1 <n—1 [cos(n + 1)x]7 + 1 [cos(n — 1)x]g> _ o 20+(=DY

T +1 n—1 m(n? —1)

Vérifions ce résultat a I’aide de Maple :

> assume(n,integer): int(sin(x)*cos(n*x),x=0..Pi);

1 +(—1)"
—1+n?

On a donc, pour tout p € N, ay,41 = 0etay, = Il en résulte que

m(4p? —1)
. 2 4 cos2px
Vx € R, [sinx| = —- ;;4p2—1
+00 l 1
3. En particulier, avec x = 0, on obtient Z 21 = R

p=1
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4. En utilisant la relation cos 2px = 2 cos® px — 1 on obtient

, 2 4 [ XR2cos? px — 1
VXGR, \smx\:;—; Z4.p27—1
p=1
2 4 +§2cossz f 1
7w o 4p? — 1 pt 4p? — 1

2 cos? px ) 1
e
4p>?—1  4p2—1

puisque les séries de termes généraux

Comme Z

sont convergentes.

cos® px
4p2 -1

4
déduitque Vx € R, ———
17 71 ,on en déduit que Vx |sinx| = - 772

Exercice 11.7

D’aprés CCP MP 2005, Mines-Ponts PSI 2006
Soit @ € R\ Z, et soit f la fonction 27r-périodique telle que f(x) = cos(ax)
pour x € [—m,7].

1) Déterminer les coefficients de Fourier de f.
2) En déduire que pour toutt € R\ 7Z,

+00 +00

2t 1 2(— 1)"
_Zﬂznz_tz et E_;_Z

n=1

cotan(t) =

~ | —

1) La fonction f est continue et de classe €' par morceaux. Comme elle est paire
les coefficients b, (f) sont nuls.

2 (7 2 2 si
Onaay(f) = —/ cosaxdx = —[sinax]” _ csmam et,pourn > 1,
7T Jo aT

0 am

2 o
a,(f)=— cos ax cosnx dx
™ Jo

_ ! /W (cos(a +n)x + cos(a — n)x) dx
T Jo

1 [sin(a +n)m N sin(a — n)w}

o a+n a—n

_(—1)”sina77[ 1 N 1 ]

T a+n a-—n
2(=1D)"asin am
a2 — a?) .
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2) Par application du théoreme de convergence normale on obtient

sinam  2asinam (1"
Vx eR, f(x)= — >
T

n=1
En particulier pour x = 7 on obtient

. . +00
sinam 2asinam 1
cos amm = — E 5
aT T n*—a

2
n=1

s s . COsam
c’est-a-dire — =—— —— ,puls pour x = 0,
aT 7T(n a?

sin a7
n +00 n
sin am 2a sin a7 ( 1) 1 1 2(—1)'a
1= E 2,ouencore = —— E —— -
aTr T sinam  aw 7T(n — a?)
n=

Si t est un nombre réel qui n’est pas un multiple de 7, le nombre réel o =

|~

. N t . oz
n’appartient pas a Z, et en remplacant o par — dans les relations précédentes on
o

. & X221y
obtient cotan(z) = P Zl ] et <nr 1 Z m2n? — 2
n=

Exercice 11.8
TPE PSI, PC 2005 K

Justifier que, pour x dans [0, 7], on a
2

3

x(m—x)=

R cos(2nx) 8 sin((2n + 1)x)
_nz::l Z Qn+1)3

=0

Qu’obtient-on avec x = — ?

oy @

La présence de deux séries, I’'une paire, et I’autre impaire, nous amene a prolonger la
fonction x — x(7 — x) en une fonction paire d’une part, et en une fonction impaire
d’autre part.

Soit f la fonction paire, 27-périodique, valant x (77 — x) sur [0, 77]. (Cf. FIG. (11.4))

La fonction f est continue et de classe €' par morceaux. On a

2 [7 2 [ x* #x®" #?
=2 [[atm—nin= 2[5 0| =
0 0

et,pourn > 1,a,(f) = 717_/ f(x)cos(nx)dx = / x(m — x)cos(nx)dx.

D’oua,(f) = % [x(ﬂ' — x)Sln;nx)} _;/0 (7 — ZX)Sm;nx)dx ’
0

0




© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

11.2 Exercices d’entrainement @

Figure 11.4 Les graphes de f et de g.

et finalement,

a,(f) = %[(77 — 2x) cos(nx)]y + iz / cos(nx)dx

0

2 2
= (a1 —m) = =+ (=D,
mn n

4 . .
= —— sin est pair.
n

On a donc a,(f) = 0 si n est impair et a,(f) 5

2
En appliquant le théoréme de Dirichlet on obtient: Vx € R, f(x) = % Z M.

Soit a présent g la fonction impaire 277-périodique valant x(7 — x) sur [0, 77].

La fonction g est continue, €' par morceaux sur R.

b,(g) = %/ g(x)sin(nx)dx = %/0 x(m — x)sin(nx)dx

—TT

_ 2 [—x(ﬂ' _x)cos(nx)]
T n

/(77' 2x) cos(nx)dx

=0

4 [T 4
= —— xcos(nx)dx = —— [x
mn J mn

sin(nx)} T 4
0

o
+ 2/ sin(nx)dx .

n mn? J,
—_———

————
=0 ==

n

8 . . .
—— sin estimpair. Par conséquent, pour tout
TN’

Donc b,(g) = Osin estpairetb,(g) =
<2 sin((2n + 1)x)

8 A 7z ~ . .
x € R, nous avons g(x) = = Z iy grice au théoreme de Dirichlet.
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En particulier, pour tout x € [0, 77']
2

T Z cos(2px) 8 Z sin((2n + 1)x)

M —x) =& 2 n + 1)
p=1
T Coomr g = -D” _ 8 (=)
Avec x = X on obtient T = < pz::l 2 Z (2n T
+00 +00
. . -y
Soit — =—— et — = —,
ol pzl 72 2 ° z;) Qn+1p 32

Exercice 11.9

(Inégalité de Wirtinger) CCP MP 2007, Mines-Ponts PC 2006
1) Soient (A, B) € C? et g I’application de R — C définie par g(r) = Ae'’+Be ",

2 2
Montrer que/ lg()|*dt = / 18’ ()| dt
0 0

21

2) Soit f € €' (R, C), 2ar-périodique, telle que f(Hdt = 0.
0

21

21
Montrer que / ]f(t)|2 dt < / ]f’(t)]2 dt. Dans quel cas y a-t-il égalité ?
0 0

Indication de la rédaction : utiliser la formule de Parseval.
1)Ona |gt)|* = |A]” +|B|* + ABe* + ABe™". On en déduit que
2
2 2 2
| lewr ar=1ap+ 8P,
0
On a ensuite g'(f) = i Ae'" — iBe™"", et donc

2 2
/ g dr = AP+ |B = / g dr.
0 0

2) Puisque f est de classe %', ona pour tout n € Z, ¢,(f') = inc,(f).
Les fonctions f et f’ étant continues, la formule de Parseval donne

1 2 +00
5o /0 0] dr Z;(Icn(f)|2+|0—n(f)l2),

2w

1
carco(f) = oy f(@®)dt =0.0n a aussi
0

L N 0 10 IR e P NP
s, 1OF = G S eon( )

= > (el (N + le-al NP,

n=1
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21

1 1
car co(f') = W fdt = —(f2m) — f(0)) =0.
T Jo 2w
On en déduit que

1 21 , ) 1 21 ) B +00 5 5 5
ﬁ/o 0! dr—ﬁ/o 7OF dr =307 = DA +le-n(F) > 0

2 2
et donc/ |f@O))dt < / @) dt.
0 0

Examinons a présent le cas d’égalité. Comme n*> — 1 > 0 pour n > 1, ’égalité
2 2
/ | F(O] dt = / | £/(t)| dt entraine c,(f) = 0 pour toutn ¢ {—1,0, 1}.
0 0

Comme la fonction f est de classe %', elle est égale a la somme de sa série de
Fourier et on a alors Vx € R, f(x) = cie'” + c_1e”"". On retrouve les fonctions
étudiées dans la question 1.

Exercice 11.10

Centrale PC MP 2006
A laide d’un logiciel de calcul formel.
Soit f définie sur [—1, 1] par f(x) = x(1 — x2).

1) Montrer qu’il existe une suite (b,) telle que

Vx € [—1,1], f(x)= an sin(nrx).

n=1

1) Introduisons d’abord la fonction f~, 2-périodique, qui coincide avec f sur [—1,1],
puis la fonction g, 27r-périodique, telle que V¢t € R, g(t) = f(t/m).
t(m? —t?
En particulier, pour tout t € [—7, 7], g(t) = Lﬂ .
w

Ainsi définie g est 2a7-périodique, impaire, de classe %' par morceaux, et continue
sur R. La série de Fourier de g est donc normalement convergente sur R, et sa somme
coincide avec g. On a, pour tout n € N, a,(g) = 0 et, pour tout n € N*,

2 o
b(g) = —4/ t(m* — %) sinnt dr .
T Jo
Confions ce calcul a Maple
> assume(n,integer):
> simplify(int (t*(Pi"2-t"2)*sin(n*t) ,t=0..Pi)*2/(Pi~4));
(_1)(1+n)

12 3.3
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12 X (— 1)y sinnt
Le théoréme de Dirichlet montre que V¢ € R, g(t) = — —— . d’ou
o n
n=1

12 (D)™ sinnax
D Py

Vx € [—1,1], x(1 —x?) 3

n=1
, ) » . 12 (_1)n+l
C’est bien la forme souhaitée, avec, pour toutn € N*, b, = —— 3
T n

. . . —1)"*!'sinnmx
2) Pour tout n € N*, soit v, la fonction définie par v,(x) = ()—3
n
v, est continue sur [0, 1] et la série Z v, converge normalement sur [0, 1]. On peut

donc intégrer terme a terme :
1 +00 1 1
12 —1)"'[cos nmx
/x(lxz)dx: D7 o
0

at nt
n=1
RS- 24 ]
ot o n4 ot = Qp+1)*
+00
1 77_4— 1 77.4
On en déduit Y ———— = — 1 —xYdx = —.
nen eul;(zl?"‘l)“ 24/0x( x7)dx v

Enfin la formule de Parseval appliquée a la fonction g donne
2 (™, 144 X1
- dt = — Y —
T /0 §®) a6 ; n
+00 6

1 T
On obtient finalement E — =
6
—n 945

Vérification : avec Maple on obtient

> sum(1/(2*p+1)~4,p=0..infinity);
1/96 Pi~6

> sum(1/n"6,n=1..infinity);

1/945 Pi~6

Exercice 11.11

(Produit de convolution) Mines-Ponts PSI 2006

On désigne par %>, I’espace vectoriel des fonctions continues, 277-périodiques,
de R dans C. Soient f,g € %2,. On note f * g la fonction de R dans C définie

2w

1
parVx € R, (f*g)(x)= oy f)gx —ydt .
0
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1) Montrer que f * g est une fonction continue 277 -périodique.
2) Calculer les coefficients de Fourier de f * g en fonction de ceux de f et de g.

3) Démontrer que la série de Fourier de f * g est normalement convergente, et
calculer sa somme.

1) Pour x fixé dans R, I’application ¢t — f(¢)g(x — t) est continue sur R. Donc
2

Pintégrale f()g(x — t)dt existe.

L’applicatiorol ¢: R x [0,27] — C définie par ¢(x,t) = f(t)g(x — t) est continue.
De plus comme f et g sont bornées, il existe des constantes réelles A et B telles que
|f(x)| < Aet|g(x)| < B pourtout x € R. ¢ vérifie donc I’hypothése de domination
|¢(x,1)| < AB pour tout (x,7) € R x [0, 27].

On en conclut que la fonction f * g est continue sur R.

Elle est aussi 27-périodique car si (x,t) € R?, ona gx+2m —t)=gx —1).

2) Soitn € Z.0On a

l 21 1 21 Cine
cn(f*g)zﬁ/o 3 [ s nar) e a

1 2 2w )
= S / ( f)gx —t)e ™ dt) dx
0 0

1
- Qn)?

1 27 2w »

= o) /0 f@ (/0 glx —t)e dx) dt
1 2 27—t )

- Grf /O £ ( [ s dy) dr

(changement de variable y = x — 1)

27 2
/ ( f)g(x —t)e ™ dx) dt (théoreme de Fubini)
0 0

1 21 .
— o [ etrfwear
™ Jo
= cn(f)en(g)
3) Les séries numériques Z leal ) et Z lea(g)[* sont convergentes d’apres le

1
en(ea(®)] < 5 (Jen( ) + len(g)[) montre que

la série numérique E lcu(f * g)| est convergente. On montre de méme que la série

théoréme de Parseval. L’inégalité

Z |c_n(f * g)| converge. La série de Fourier de f *g est donc normalement conver-
gente, et sa somme est égale a f * g.
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Exercice 11.12

1) Soient a et b deux nombres complexes. Montrer que
- 1
ab = Z(|a+by2 —la— b +ila+ib]® —ila—ib|’) .

2) Soient f et g deux fonctions continues par morceaux et 27-périodiques de R
dans C.

Montrer que la série de terme général ¢, (f)c,(g)+c—,(f)c_,(g) est convergente
et que

2

— +00 L . 1 L
co(Feo(@) + Y _(en(Pen(g) + c—a(Fle_n(g)) = oy f(gdr .
n=1

0

1) Lorsque A est un nombre complexe, on a |a + Ab|> = |a|* + Aab + Aab + |A|* |b]* .
En donnant a A les valeurs successives A = 1, —1, i et —i on obtient

la+b|> —|a—b]"+ila+ib]> —ila—ib]> =4ab .
2) On en déduit que pour tout n € Z,
—— 1 2 2. 2 2
cn(fen(g) = Z(Icn(g+f)| —leag = NI +ilealg +iN" —ileale —if)]) -

En appliquant le théoréme de Parseval aux fonctions (g + f), (g — f), (g +if)
et (g — if), on voit que la série de terme général c,(f)c,(g) + c—_,(f)c_,(g) est
convergente et que

co(Feo(@) + D> (€a(flen(@) +c—u(Fle—n(2))

n=1
1 [ 2 2 2 2
= | (ls+fF—lg— s +ilg+iff —ilg—ifF)ar
0
2

1 _
- f)g)dr .
T Jo

11.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 11.13

CCP PC 2007
Soit f: C\ {—3} — R la fonction définie par f(z) = %
z

1. Développer f(z) en série entiere au voisinage de 0. Quel est le rayon de
convergence de la série entiere obtenue ?
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2. Soit g la fonction impaire, 27-périodique, définie sur R par

sin 6

Vo ¢ R )= —— .
€R, 500) 5+3cos6

2.a Montrer que la série de Fourier de g converge normalement sur R, et que
sa somme est égale a g.

2.b Montrer qu’il existe une constante réelle A, que ’on déterminera, telle
que :

V0 € R, g(0) = Alm(f(e"")),

ou Im(f (eie)) désigne la partie imaginaire de f (e'%.
2.c ATl’aide de la question 1, déterminer un développement de g sous la forme

+00
de la somme d’une série trigonométrique g(0) = Z by sin k.
k=0

2 w
2.d En déduire pour tout n € N* la valeur de I’intégrale I, = — / g(6) dé,
T Jo

puis la série de Fourier de g.
27

3
3. Calculer / g(6)d6. En déduire la valeur de la somme
0

= (=DM6k+5)
§= ;} 3323k + DBk +2)

1) A I’aide de la série géométrique on obtient pour tout z € C tel que lz] <3:

+00 +00 +00
z (—DF (=DF (=D
FO=qrp=e) gt =) =Y e
k=0 k=0 k=1

Le rayon de convergence est égal a 3.

2a) g est 277-périodique et de classe €' sur R. Le théoréme de convergence normale
montre que la série de Fourier de g converge normalement sur R, et que sa somme
est égale a g. Comme de plus g est impaire, on a a,(g) = 0 pour toutn € N.

2b)Ona:

: 1 [ 3e7i0  3e—if 1 9" —e ™)
I i6 _ - J— - = — B -
m(f(e'") = 5 <3+eze 3+eze> 20 10+ 3(e” + ¢ 10)
9sin 6 9
10+ 6¢cos @ 2g( )

et donc g(0) = g Im(f(em)).
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(e o]
, : —D
2¢) Appliquons la question 1 avec z = e'?. On obtient alors f(e'?) = E ( 3kil ekt

k=1

EREVES
et on en déduit que g(6) = 3 Z ( ) sin k6.
k=1

2d) Soit n € N. La série de fonctions Z“k’ ou ui(0) =

converge normalement sur R. Le théoreme d’intégration terme a terme donne alors
les coefficients de Fourier b, (g) :

(_1)k71
—r

sink@ sinné

2 w 1 k—1 T o) 1~ 1
bn(g) = —/ g(0)sinnbdo = Z = ) —/ sink@sinnfdo = =D .
o 0 3

n

La série de Fourier de g est donc la série trigonométrique trouvée a la question 2.c.

27

} 1 1 16
3) On a d’une part/ g(0)do = —g[ln(5+3cos 9}0 §1 e
0
D’autre part par intégration terme a terme d’une série de fonctions normalement

convergente,

(— Unl (=11 2nm
/0 g(0)do = 32 0 32 T < — cos T) ().

(=1
n3n
_ (_1)3k 1 (_1)3k+l 1
On calcule By = Gk + )3k <1 + E) + Gk 123+ (1 + 5)
(—1)*(6k + 5)

3323k + 1)(3k +2)

1. 16
série (x), on obtient § = 3 —1In R

Exercice 11.14 K

Soit K : [0, 1] x [0, 1] — R la fonction définie par

K:(x,y)— {(x_ by Szyc

Posons alors «,, =

2nar
1 — cos 3 et Br = a3 + Azl + A3pa2.

On en déduit B, =

et en regroupant 3 a 3 les termes dans la

’

X
y.

NN

(y—Dx si

[\S]

1) Soit f la fonction 27-périodique telle que f(f) = ¢ pour tout t € [—m, +77].

Déterminer la série de Fourier de f et indiquer son mode de convergence et sa
somme.
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2) En déduire que pour tout (x, y) € R? vérifiant x|+ |y| < 1,ona:

1 Z( 1)'cosnm(x +y)

2
(X+y)__+_ n2

puis, en utilisant la relation xy = 1 ((x +3)? = (x — y)z),

Xy =

7% f(—l)" sin(nmx) sin(nmy) .

n2

3) En déduire finalement que

2 X sin(nax) sin(nary)
2 n? '
n=1

Y(x,y) € [0,11%, K(x,y) = —

1) La fonction f est 277-périodique, continue sur R et de classe €' par morceaux. Il
en résulte que la série de Fourier de f est normalement convergente, et que sa somme
estégale a f.

Elle est paire donc les coefficients de Fourier b, (f) sont nuls. On calcule aisément
2

277'
ap(f) = —— et, al’aide de deux intégrations par parties successives,

2 (7 A(—1y"
MﬂZ;/l%MmmZ(ﬁ)pwm>l
0

2 +oo n
T (—1)"cos(nt)
D’ou : Vr € [—, ,t2:—+4§ -~
ou [—, ] 3 2 e
2) Soient x et y sont deux nombres réels tels que |x| + [y| < 1. On a alors
m(x +y) € [—, ] et donc

(=1D)"cosnm(x + y)
QEZ ;.

(x+y) = 5

n=1

sn(x —y)
2

1 "
On a de méme (x — y)*> = § — Z (=1)"co , puis en utilisant la
T

n

(u+yf—wx—y>y

Bl

relation xy =

n2

_ i Ji.o:(—l)" cos(nm(x +y)) — cos(nm(x —y))
)

_ _% io(—l)” sin(nax) sin(nwy)

n2

3)Si(x,y) € [0,1]% etsix < y, alors |y — 1|+]x| = 1 —y+x < 1. On voit de méme
que |[x — 1|+ |y| < 1 lorsque y < x. On peut donc appliquer le résultat précédent.



% Chap. 11. Seéries de Fourier

Compte tenu des relations
sinnm(x — 1) = (—1)"sin(nwx) et sinmm(x — 1) = (—1)"sin(nmx)

on obtient :

2 +00 . .
V) € 10,17, K(x,y) = —— 3 S sinemy)
a

Exercice 11.15

CCP PC 2006 K

Soit (a, b) € R? tel que a < b et soit f une fonction de classe €' surle segment
[a, b]. On veut démontrer, a 1’aide des séries de Fourier, que

n2
n=1

b 2 b
lim / £(0) [sin(An)| dt = = / f(t)dt.
A—+00 a T Ja

1. On considere la fonction g définie sur R par g(7) = |sinz|.
Tracer le graphe de g et calculer les coefficients de Fourier de g. Démontrer
que pour tout ¢ € R,

2 4 X cos(2nt)
H=——— .
8() T 77';41121

2. A I’aide d’une intégration par parties, montrer qu’il existe une constante réelle
A > 0 telle que, pour tout » > 0,
A

<=
r

b
/ f(t)cos(rt)dt

3. Conclure.

1. Cette question a été traitée dans 1’exercice (11.6) (voir page 261). Les coeffi-
1

— et
m4n? — 1 ©

cients de Fourier b,(g) sont nuls. Pour toutn € N, on a ay,,(g) = —

axns+1(g) = 0.

Comme g est 277-périodique, de classe €' par morceaux, et continue sur R, le
théoréme de convergence normale montre que la série de Fourier de g converge
normalement sur R et que

2 4 X cos(2nt

vt € R, |sint|:———E cos(2nt)
o o

n=1

-1

2. A I’aide d’une intégration par parties on obtient, pour r > 0,

b . b b
/ F(t) cos(ri)dt — [f(z)sm(”)} —% / £ sin(ri)d

r a

En posant M = sup(|| f||co, || f/||0)» ON a alors

_2M4-aM A
= r o

b
/ f(t)cos(rt)dt
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f(t)cos(2nAt)

3. Soit A € R}. Comme la série de fonctions Z U,, avecC U, t — y

converge normalement sur [a, b], on a

b +00
/ f (@) [sin(Ar)| dt = / £(t) ( _ 4 C()S(zzn)\f)) it
‘ & n=1 4n* —1

B f(t) cos(2nAt)
__/ fde — _1 ; 4n2——1
Or
(t)cos(ZnAt)dt = 1 b
< ;:1 71 /a f(t)cos(2nAt)dt

A 1

< AN L 0quand A — +00.
S 2N Len@nr -1y AT

b b
2
11 en résulte que Alim / f (@) |sin(Ar)| dt = —/ f(0)dt.
—+00 a ar a

Exercice 11.16

Mines-Ponts PC 2006 K K

Soita € R*.
+00 1
1. Démontrer que pour tout x € R¥, e~ — .
que p : ZO ——
n=

*2° sin(ax) =

a
2. Montrer que/0 e dx = ; ol

3. Soit g la fonction 27-périodique dont la restriction a [0, 27[ est x +— e**
Déterminer la série de Fourier de g, et justifier sa convergence.

4. En dedulrez PR
a‘+n

l.Pourx € Riona0 < e * < 1. La série géométrique Ze_("”)x est donc

. . e " 1
convergente, et sa somme est égale a = .
1 —e> e —1

2. Soit f I’application de R} dans R définie par f(x) = sin ax

f est continue sur

10, +00[, et on a, pour tout x € R},

+0o0

f(x)= Z e~ D% ginax

n=0
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Pour tout n € N, désignons par v, la fonction définie sur R} par
v(x) = e~ "D sinax. v, est continue sur R} et la fonction |v,| est intégrable
sur I puisque |v,(x)| < e~ "*Dx,

Afin d’utiliser le théoréme d’intégration terme a terme sur un intervalle, nous cher-

+00
chons a démontrer la convergence de la série de terme général / |, (x)| dx.
0

La simple majoration |v,(x)| < e~ DX ne permet pas de conclure car la série de
+0o0
(o2 _ 1 i
terme général / e~ ¥ gy — ——  est divergente !
0 n+1

En revanche la majoration [sinax| < |a|x, suivie d’une intégration par parties
permet de conclure puisque

+00 +00
v, ()] dx < |a xe DX gy
|

0 0

—(n+l)x X 1R 1 +00

—Xxe

Lla| | |———— + / e~ gy
n+1 =0 n+1 /g

ja
S+ 1?2

et la série de terme général 5 est convergente.

_
(n+1)

2 sin(ax)

Il en résulte que I'intégrale / dx est convergente, et que

0 exi

+00 : +00 +00
sin(ax }
/ (@x) dx = g / e~ D% ginax dx .
o e*—1 —Jo

On calcule enfin

+0o0 1 +00 ) +0o0 )
/ ef(n+1)x sinax dx = — (/ ef(n+])xetaxdx o / e(n+1)xetaxdx>
0 0 0

2i
1 -1 -1 B a
S 2i\—(m+D+ia —m+D—ia) m+1)?2+a?

. +00
2 sin(ax

o ) _+oo a B 4
Onadoncblen./o eX—ldx_gm_Zlm'

3. Afin d’obtenir les coefficients a,(g) et b,(g), calculons pour n € N,

1 2 . 1 21 .
- / ety = — / e(a+m)tdt
T Jo ™ Jo

1 1

2a1
=——(e —1
7Ta+in( )
1a—in

2am
— e —1)
ma?+n?
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D’ou en prenant les parties réelle et imaginaire :
2am ) _n(e2a77 _ 1)

m(a? +n?)

a(e

Vn eN, a,(g) = m

etb,(g) =

Comme g est 27-périodique et de classe €' par morceaux, le théoreme de Diri-
chlet donne :

+00
w1 (1 a n .
Vx € 10,27[, e = ——— —+E ———5 COSnX — ——— sinnx
T 2a a‘+n a‘+n

Le théoréme de Dirichlet donne pour x = 0
1 + g2am 2am _ | 1 +oo
e _ e 4 Z L :
2 T 2a 1 a* +n?
+00

2am
a T e +1 1 1 T 1
d’ U = — —_—— = — R — .
ot z:l a’+n* 2e*m—1 2a 2 <th(a77) a)

n—=

Exercice 11.17

(Inégalité isopérimétrique) Centrale PSI 2006 K K
Soit y: 1 — y(t) = x(t)+iy(r) une application de classe ¢ et 27-périodique de

2
R dans C telle que V¢ € R, |y'(t)| = 1, et telle que / v(t)dt = 0. On note I"
0

x =x()

, t €[0,27], et on note
y =y 10, 2]

la courbe définie par la paramétrisation {

S 1’aire du domaine délimitée par I'.

1 21 -
1) Montrer que S = % / y(@)y'(t)dt.
L Jo

2T _ 1 21 2
2) Montrer que / ly(@)y' ()] dt < 5 / ly(@)| dt + / Iy ()| dr | .
0 0 0

3) En déduire que |S| < 7 et étudier le cas d’égalité. Interprétation géométrique ?
Indications de la rédaction : pour la question 1 on rappelle que I’aire algébrique

1 2
du domaine limitée par I" est § = 3 / (x(@)y'(t) — x"(1)y(1)) dt. Pour la ques-
0

tion 3 on pourra utiliser I’inégalité de Wirtinger (cf. exercice 11.9 page 266).

1 2w
1) Utilisons Iindication. Ona § = > / (x()y'@) = x"(0)y(0)) dt.
0
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Or:yy = (x —iy)x' +iy") =xx"+yy' —i(x'y — xy’). D’ou
21 27 21
/ Y)Y (1) dt = / [x(0)x"(t) + y(@)y' ()] dt +i / [x(0)y'(1) — x"()y(t)] dt
0 0 0

= % [2(0) + y*(@)] (2)7 +2i8

=2iS (puisque t — x2(1) + yz(t) est 2w-périodique).

- 1
2) Cela résulte de I'inégalité |y(1)y'(1)| < 5(|y(r)|2 +1Y®OP).

3) Il résulte des questions 1) et 2) que

1 2 —, 1 2 ) 27 , )
SI<3 [ oy oldr<g ly®O"dt+ [ [y dr |.
0 0 0

1 21
En utilisant I’inégalité de Wirtinger on obtient |S| < 5 / |)/(t)|2 dt = .
0

L’égalité |S| = 7 entraine le cas d’égalité dans I’inégalité de Wirtingen. On a donc
dans ce cas y(t) = Ae'" + Be™'' ol A et B sont deux constantes complexes. La
relation V¢ € R, |y/(1)] = 1 s’écrit alors |A|* + |[B|* + (AB)e' + (AB)e™™ = 1,
d’ot on déduit facilement B = O et |[A| = 1, oubien A = O et |[B| = 1. On a alors
v(t) = Ae' on y(t) = Be ™' et dans les deux cas I est un cercle centré a I’ origine
et de rayon 1.

Ce résultat montre que parmi toutes les courbes régulieres fermées dont la longueur
est fixée (on peut toujours supposer qu’une telle courbe est définie par une paramé-
trisation normale et que sa longueur est égale a 277) celle qui limite le domaine d’aire
maximale est le cercle.

2w
(La condition / v(t)dt = 0 semble limitative, mais on peut toujours la supposer
0

vérifiée, quitte a faire un changement d’origine du repere : il suffit de prendre pour

2 2
nouvelle origine le point () de coordonnées xy = / x(t)dt et yg = / y(t)dt.)
0 0

Exercice 11.18

Centrale PSI 2006 K K
Soit B € 10, 1[.

+00 X'8_1

( l)n 1
1. Mont +2 E 7.
onrerque/0 1+x +28

2. Soit fg 1'unique fonction 27T—per10d1que de R dans R coincidant avec
x + cos(Bx) sur [—7, 7r]. Calculer les coefficients de Fourier de f3 ; étudier
la convergence de la série de Fourier.
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o0 xB-1 T
3. Montrer que / dx = — .
o l+x sin(73)
+00 X'B_l
4.0 idere I’applicati 0]l —m, 0) = .
n considere I’application ¢g | =, 7m[— @g(0) /0 [T xoi?

Montrer que ¢ est une fonction de classe €' sur | — ar, 7r[ et que pour tout
0 c]—m ml, ¢p(0)+iBepp(h) =
En déduire une expression simple de ¢g(0).

+00 '37]
o . X
1. Commencons par justifier la convergence de I’intégrale [ = / pn dx.
0 X
I xP . . .
L’application f: x — 1 est continue et positive sur l’intervalle ouvert
X

10, +0co[. On a de plus f(x) ~ x#7 1 au voisinage de 0 et f(x) ~ x#72 au

1
voisinage de +oo. La convergence des intégrales de Riemann / xPldx et
0

+00
/ xP~2dx assurent alors I’intégrabilité de f sur ]O, 1] et sur [1, +o0[, et donc

1
Pintégrabilité de f sur ]O, +ool.
Pour le calcul de I, nous séparons en deux I’intervalle d’intégration : I = I + I,

xﬁfl +00 X‘B 1 1
avec I} = / dxetl, = / dx. Comme I’application x — —

o 1+x 1 l+x X
est un difféomorphisme de I’intervalle [1,+oo[ sur I'intervalle ]0, 1], le chan-

. 1 . . .
gement de variable y = — dans la seconde intégrale est licite, et on obtient
X

I -8
12:/ il dx
o 1+x

N 1 — (—1)N+1XN+1
Soitalors N € N* et x € ]0,1]. On a Z(—l)"x" = Ty , et donc
X
n=0
xﬁ 1 i Nag XPHY
— 1 n +n +
Z( YaB g (Y
n=0
N 1 _B+N
dot Iy =Y (—1)" B +KN,avec|KN| /0 o

n=0

1
1
OnaalorsK,,g/ xP~"Ndxy = ——— etdonc lim Ky =0.
0 N+1+p

N —+00

On en déduit finalement que /; =
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Pour le calcul de I, posons @ = 1 — 8. En remplagant 8 par 1 — 8 dans I’expres-
+00
1
ion de I, bti tI:E—lni.
sion de Iy, on obtient I, n:O( ) I

1 = 1 1

On aenfin I = E + Z(_l)”n e + Z(_l)”m, et en regroupant les
( l)n 1
— B

2. La fonction fg est continue sur R et de classe %' par morceaux. Le théoreme de
convergence normale montre que sa série de Fourier converge normalement sur
R, et que sa somme est égale a fj.

Les calculs des coefficients de Fourier de f5 ont été effectués dans I’exercice 11.7 :

1
termes, on obtient [ = E +28 Z

onaVvn € N*, b,(fg) =0, ao(fp) = %Sln(ﬁﬂ) et, pourn > 1,

2(=1)""'Bsin(Bm)
an(fp) = T )

On a donc, pour tout x € R,

(=" "2Bsin(Bm)
7(n* — B?)

cos(nx).

fa(x) = _/3 sin(B) + Z

3. Avec x = 0, la relation précédente donne

1_s1n(,877)< 2/32( 1y- 1)

Il en résulte que

( l)n 1 _ +00 x,B—l
sm(ﬁﬂ') 'BZ / Trx &

0

4. Le détail des calculs est assez technlque.
Posons A = R} x ]—m,w[ — R, et soit K: A — C la fonction définie par

B—1
K(x,0) = T' Elle est continue sur A, et elle admet une dérivée partielle
xé
0K 10 B
%(x, 0) = m qui est-elle aussi continue sur A. Nous allons vérifier des

hypothéses de dominations sur Ay = R} X [—8p, 0y], oi 6y est un nombre réel
fixé (0 < 6y < 7). Pour cela nous utilisons la minoration
i0‘2

|1 +xe'|” = (1 +xcos0)” +x*sin’ 6

=1+2xcosf+x>

012
> 1+2xcosby+x> = ‘1+xe‘9°‘
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On en déduit que :

V(x,0) € Ao, [K(x,0)] < |K(x,60), et

(x 0)' ’ (x, 60)

On a de plus
|K (x,60)| ~ x#~! quand x — 0,

|K (x,00)| ~ xP~% quand x — +0o0,

K
’%9 (x,6¢)| ~ xP quand x — O et
‘—(x 0o)| ~ xP2 quand x — 400,

d’ou I’on déduit, par comparaison a une intégrale de Riemann, que les fonctions

x — |K(x,0p)| et x — (x o) | sont intégrables sur 10, +oo[.

06
Le théoréme de dérivation sous le signe somme montre alors que la fonction ¢g
+00 ,3—1

. X
définie par ¢g(0) = / —_
o 1+

5 dx est de classe €' sur tout segment [—6y, 6]
xe

(et donc sur |—m, 7[), et que

—ielfxP

_ ! _ I
Vo € |—m, o, ﬁpﬁ(a) /O (1 + xei?)?

Dans cette derniere intégrale nous effectuons une intégration par parties, avec les

fonctions auxiliaires u: x +— g etvix — ix?. Comme le produit uv a des

1+x
limites nulles en 0 et +00, on obtlent

+oo - ﬁ—]
P(60) = / TP iy = —iep() .
0

1+ xet?

On en déduit qu’il existe une constante K telle que ¢g(6) = K e""P? et la question 2
e BY

sin(Bm)

montre que K = ¢g(0) = On a donc @g(8) =

T
sin(Bm)



Equations différentielles
/ linéaires

12.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

12.1.1 Un exercice de révision

Nous avons étudié en premiere année les équations différentielles linéaires scalaires
du premier ordre. Vous pouvez tester vos connaissances avec 1’exercice suivant :

Exercice 12.1

CCP PC 2006
X

1) Résoudre 1’équation différentielle (E) xy’ +2y = e R} et sur R* .

X

x — Arctan(x) .

. . o —— six #0,

2) Soit & la fonction définie par Vx € R, h(x) = x2

0 six =0.

Montrer que /4 est de classe € sur R.

3) Montrer que (E) posséde une unique solution f définie et de classe €' sur R.

1
4) Calculer / fx)dx.
0

1l s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre dont les coefficients
sont des fonctions continues sur R. Comme le coefficient de y' s’ annule pour x = 0,
I’énoncé propose d’effectuer la résolution sur I} = 10,+o0[ et sur I, = ]—00,0[
dans un premier temps, puis d’étudier le raccordement éventuel d’une solution défi-
nie sur I et d’une solution définie sur I,.

1) Les solutions définies sur I; (k = 1, 2) de I’équation homogene associée
A

xy" +2y = 0 sont les fonctions y; telles que :  Vx € I, yi(x) = —]; .
X

Pour la résolution de 1’équation compléte, nous pouvons utiliser la méthode de varia-
tion de la constante : les solutions de I’équation (E) sur [; sont les fonctions y;

A
définies par : Vx € I, yr(x) = @, ol A4 est une fonction de classe €' telle que
pe
AL (x) 1 Lo x? 1
Vx € I, ’;2 = x2+1.0nendedu1tque)t,i(x) = 2.1 1- To.2 , et donc

Ar(x) = x — Arctan(x) + a; ol a; est une constante réelle.



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

12.1 L'essentiel du cours et exercices d’assimilation @

Les solutions de (E) sur I; sont donc les fonctions de la forme

x — Arctan x + a;
x = y(x) = 2

ol ay est une constante réelle.

2) La fonction A est de classe ¢’ sur chacun des intervalles R} et R* . On sait par
ailleurs que la fonction Arctan est développable en série entiere :

+00
_1y
Vx € ]1—1,1[, Arctanx = Z %xz"”.

n

n=0
1
2n+1

]—1, 1[ est donc de classe °° puisque ¢ est la somme d’une série entiere, et il en
résulte finalement que % est de classe € sur R.

On en déduit que : Vx € ]—1,1[, h(x) = Z - xzn_l. La restriction de & a

3) Soit y une solution de (£) définie sur R. Notons y; (resp. y») sa restriction a /;
(resp. I»). Ce sont des solutions de (E) et il existe donc deux constantes a; et a, telles
que

x — Arctan x + a;

2 six € I,
X
Vx €eR, ykx)=
x — Arctan x + ap

3 six € .

X

Comme y est de classe ¥ U sur R, Vi, Y2, yi, yé ont des limites finies en

0 telles que XILIB)+ yi(x) = xli%lf ya(x) et xlir51+y{(x) = xlil})lﬁ y5(x). Comme
)%ii%(x — Arctanx) = 0, la condition concernant les limites en 0 de y; et
vy, entraine a; = a; = 0. On a donc y(x) = h(x) pour tout x # O, et
3(0) = Pg})x — ztrzctanx _ 0

Réciproquement la fonction / vérifie la relation xi'(x) + 2h(x) = 2): 1
X

x € R*, et aussi au point x = 0 puisque 2(0) = 0. C’est donc une solution de (E)
définie sur R, et elle est unique.

4) En partant de la relation 2 f(x) = —xf’(x) + To.2° on obtient, a 1’aide d’une

intégration par parties :

1 |
2 / Fdx = [~xf(0)], + / f(x)dx+%[ln(1+x2)] 0
0 0

7 In2

1
In2

d’\ d = — 1 —:—1 - - -

ou/of(x)x f()+2 +4+2
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12.1.2 Equation différentielle linéaire scalaire du second ordre

On considere une équation différentielle de la forme
Vx € 1, a(x)y” +bx)y' +c(x)y = d(x) (D)

ot a, b, c,d sont des fonctions numériques (a valeurs dans K = R ou C), conti-
nues sur un intervalle / de R, et ou I’inconnue y est une fonction de classe €? de
I dans K.

L’équation différentielle
Vx € I, a(x)y” +b(x)y" +c(x)y =0 (2)

est appelée 1’équation homogene associée a (1). Dans la suite nous supposons
que a ne s’annule pas sur /.

Théoréme (Cauchy-Lipschitz) : Soit x, € I, et soit (v, v;) € K>. Alors il existe
une unique solution y de (E) sur I'intervalle / vérifiant les conditions initiales
y(xo) = vo et y'(x0) = vi.

L’ensemble & des solutions' de (2) est un sous-espace vectoriel de dimension
2 du K-espace vectoriel des fonctions de classe € sur I. Une base de I’espace
vectoriel & est appelée un systeme fondamental de solutions.

Soient y; et y, deux solutions de (2). La fonction W = y;y5 — y,y] est appelée
Wronskien du couple (y;, y2). Elle est solution de I’équation différentielle

Vx € I, a(x)W' +b(x)W = 0.

Pour que (y;, y») forme un systéme fondamental de solutions de (2), il faut et il
suffit que W ne s’annule pas sur /, et il suffit, pour cela, qu’il soit non nul en un
point xo de 1.

L’ensemble .% des solutions de 1’équation compléte (1) est un sous-espace affine
de dimension 2 de I’espace vectoriel (1 , K), dont la direction est I’espace vec-
toriel & des solutions de 1’équation homogene : si yg est une solution particuliére
de (1), les solutions de (1) sont les fonctions de la forme yy + y, avec y € &.

Exercice 12.2

CCP PC 2006
1) Résoudre I’équation différentielle (E) xy” —(x+1)y’+y = 0 sur R} et sur R* .

Indication de I’examinateur : on pourra chercher des solutions évidentes (une
fonction exponentielle, et une fonction affine).

1. Dans le cas ou les fonctions a, b, ¢ et d sont a valeurs réelles on recherche généralement les solutions
a valeurs réelles.
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2) Déterminer les solutions de (E) définies et de classe € sur R.

3) Existe-t-il une solution définie et de classe ¢*sur R, vérifiant les conditions
initiales y(0) = O et y'(0) = 2?

1) Il s’agit d’une équation différentielle du second ordre. On observe que les fonc-
tions u et v définies sur R par u(x) = x + 1 et v(x) = ¢* sont des solutions de (E).

Attention : pour pouvoir appliquer le théoréeme général concernant la dimension de
U’espace vectoriel des solutions il faut se placer sur des intervalles o le coefficient
de y" ne s’annule pas !

Placons nous, par exemple, sur I'intervalle /; = ]0,+oo[. Les fonctions u et v
forment un systeéme fondamental de solutions sur cet intervalle puisque leur Wrons-
kien W(x) = u(x)v'(x) — u'(x)v(x) = xe* est non nul.

Les solutions de (£) sur I, sont donc les fonctions y; définies par
Vx € I}, y1(x) = aie® + bi(x + 1) ol a; et by sont deux constantes réelles.

De méme, les solutions définies sur I, = ]—o0, 0[ sont les fonctions y, telles que
y2(x) = are® +by(x + 1) avec (az, by) € R>.

2) Cherchons maintenant les solutions définies sur R.

Soit y; : x +— aje*+bi(x+1) une solution définie sur I; et y,: x — are*+b,(x+1) une
solution définie sur I,. Pour qu’elles soient les restrictions d’une solution y définie
sur R, il faut et il suffit que :

lim yi(x) = lim y)(x)
x—0* x—0—
lim y/(0) = Tim y4(0)
x—0* x—0—
lim y/(0) = lim y/(x)
x—0* x—0—
c’est-a-direa; + by = ax + by, a1+ by = ar + by eta; = as.

Ces conditions (appelées conditions de raccordement) sont vérifiées si, et seulement
si, a; = ar et by = bs.

Il en résulte que les solutions de (E) définies sur R sont toutes les fonctions de R
dans R de la forme y: x +— ae* + b(x + 1) ot a et b sont deux constantes réelles.

3) Larelation (E) montre que si y est une solution définie sur IR, alors y'(0) = y(0) = a+b.
Il n’existe donc pas de solution vérifiant les conditions initiales indiquées.

Remarque
On voit sur cet exemple que le théoreme de Cauchy peut étre mis en défaut si le
coefficient de y”" dans I’équation (E) s’annule en un point.
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12.1.3 Méthodes de résolution

a) La méthode de variation des constantes

Dans le cas ou on connait un systeme fondamental de solutions de I’équation homo-
geéne, mais ol on ne connait pas de solution particuliere de 1’équation complete, on
utilise généralement la méthode de variation des constantes :

Soit (y1, ¥2) un systeme fondamental de I’équation homogene. Alors les solutions
de I’équation complete sont toutes les fonctions de la forme y = Ay; + wy,, ot A
et u sont des fonctions de classe €' sur I dont les dérivées vérifient

Nyi+u'y, = 0
Ayi+u'yy = dfa

Exercice 12.3

CCP PSI 2006

1
Résoudre I’équation différentielle y”' + y = —— sur I = 10, 77[.
sin x

Les fonctions x +— cos x et x — sinx forment un systéme fondamental de solutions
de I’équation homogene. On sait alors que les solutions de I’équation compléte sont
de la forme y: x — Acosx + usinx ot A et u sont des fonctions de classe €' telles

que
N(x)cosx +u/(x)sinx = 0
Vx el, , ) , 1
—A(x)sinx + y'(x)cosx = —
sin x
L , , cosx ., .
On en déduit aisément A'(x) = —1l et u'(x) = ——, dot A(x) = —x +a et
inx
m(x) = In(sinx) + b ou a et b sont deux constantes réelles. Les solutions sont donc
les fonctions y définies sur I par y(x) = —x cosx + sinx In(sinx) + a cos x + b sin x

ou a et b sont deux constantes réelles.

b) Changement de fonction inconnue

Lorsque /£ est une solution de 1’équation homogene ne s’annulant pas, on peut
résoudre 1’équation (1) a I’aide du changement de fonction inconnue y = zh.
La fonction 7z’ est alors solution d’une équation différentielle linéaire du premier
ordre.
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Exercice 12.4

CCP PSI 2006
On considere I’équation différentielle (E) 2x + 1)y” + (4x —2)y" — 8y = 0.

1. Montrer qu’elle admet une solution de la forme i(x) = e**.

1 1
2. Résoudre (E) sur I; = } —00, ) {et sur I, = ] —§,+oo [

1) Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre. Comme le coef-
ficient de y” s’annule pour x = —5 nous cherchons les solutions définies sur
1 1

I, = ] —00, —5 [ et les solutions définies sur I, = ] —5 +00 [
Soit & une solution définie sur I; ou I, de la forme h(x) = e*". On a alors
h(x) = ae® et h(x) = a’e®*, d’ou

2x + Dh"(x) + (4x — 2)h'(x) — 8h(x) = (@*(2x + 1) + a(4x — 2) — 8)e™

= ((2a* +4a)x + &® — 2a — 8)e™

Ainsi, pour que & soit solution de (E), il faut et il suffit que 20° +4a = 0 et

> —2a — 8 =0, c’est-a-dire que o = —2.

2) On cherche donc les solutions de (E) sous la forme y = e~>*z : de fagon précise,

si y est une fonction de classe €2 sur I; (k = 1,2) , alors la fonction z = ye®* est
elle aussi de classe €2, etona y = (z' — 2z)e F et y” = (7" — 47’ +4z)e .

On a alors
2x + l)y” + (4x — 2)y’ -8y =(2x + 1)(z” — 47 + 47) + (4x — 2)(1’ —27)— 8z)e_2x
=(2x + D" = (4x +6)7)e .

Pour que y soit solution de (E), il faut et il suffit que u = z’ soit solution de I’équation
différentielle (E) 2x + Du’ — (4x + 6)u = 0, c’est-a-dire :

u,_4x+6u_ - 4 .
o 2x 41 2x+1)

Il s’agit d’une équation différentielle du premier ordre dont les solutions u; (resp.
uy) définies sur I (resp. I,) sont définies par :

2 2
l/t](.x) — a]€2x+ln(2x+l) — a](2x+1)232x7 et l/lz(.x) — a2€2x+ln(2x+l) — a2(2x+1)232x

ol a; et a, sont des constantes réelles.

1
Une primitive de (2x + 1)?e** est 5(1 +4x%)e?*, donc y; (resp. y») est de la forme

Vx € I, y(x) = ai(1 +4x%) + bpe >

ou a; et by sont des constantes réelles.
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¢) Raccordement de solutions

Exercice 12.5

CCP PSI 2006 (suite du précédent)

Déterminer la dimension de 1’espace vectoriel S des solutions définies sur R de
I’équation différentielle (E) (2x + 1)y” + (4x — 2)y’' — 8y =0

1
Nous avons effectué la résolution de (E) sur les intervalles I} = }—oo, —5[ et

1
I, = ] —5 +00 [ dans I’exercice précédent.

Soit yi: x — ap(l + 4x2) + bre ™" une solution définie sur I, (k=10u2).0Ona
lim] vi(x) = 2a; +eby, liml y,i(x) = —22ay +eby) et lim] y,i/(x) = 4Q2ay +eby).

X——3 X——3 X——3

Il en résulte que y; et y, sont les restrictions d’une solution y définie sur R si et
seulement si 2a; + eb;y = 2a, + eb, (condition de raccordement). Les constantes
ai, ap et by peuvent étre choisies arbitrairement dans R, la condition de raccordement
déterminant b, de maniére unique. En d’autres termes I’application de R? dans S qui

1
a (a1, ay, by) associe la solution y telle que y(x) = a;(1 + 4x*)+ bre P six < )

1
et y(x) = ax(1 +4xH) + (by +2¢ (a1 — ax))e > six > —5 est bijective. Comme

elle est aussi linéaire, on a dim(E) = 3.

d) Changement de variable

11 est souvent utile d’effectuer un changement de variable dans une équation dif-
férentielle du second ordre. Pour étre licite, un changement de variable doit &tre
défini par un difféomorphisme de classe €.

Exercice 12.6

CCP PC 2006

Soit y une fonction deux fois dérivable de R} dans R. Montrer que y est solution
de (E) : xy"” —y —4x®y = 0si et seulement si Y () = y(v/7) est solution
d’une équation différentielle a coefficients constants.

Résoudre (E) sur R} puis sur R* .

L application 7 — x = /7 est un difféomorphisme de classe 4> de I’intervalle R}

sur lui méme dont le difféomorphisme réciproque est I’application x — 1 = x2.
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Soit y une fonction de classe €% sur R¥. Alors la fonction ¥ définie sur R} par

Y(t) = y(tl/ 2) est elle aussi de classe 4> comme composée de deux fonctions de
classe €. On a alors, pour tout x € R, y(x) = Y(x?), y'(x) = 2x¥'(x?) et
y(x) = 2Y" (x2)+4x2Y" (x?), ot xy” (x)— y'(x)—4x3y(x) = 4x3 (Y (xP) - Y (x?)).
I en résulte que y est solution de (E) si et seulement si Y est solution sur R} de
I’équation différentielle a coefficients constants Y — Y = 0.

Les solutions de cette derniere équation sont les fonctions Y définies sur R} par
Y(t) = a;cht + by sht, et les solutions de (E) sur R} sont donc les fonctions telles
que y(x) = a; ch(x?) + b; sh(x?) ol a; et by sont deux constantes réelles.

Soit y une fonction de classe &2 sur R*, et soit z la fonction définie sur R} par
z(x) = y(—x). La fonction z est de classe €? et, pour tout x € R},

xZ"(x) = 2'(x) — 4x’z(x) = —((=0)y"(—=x) — ¥'(—x) — 4(—x)’ y(—x))
Ainsi y est solution de (E) sur R* si et seulement si z est solution sur R}. Les solu-

tions de (E) sur R* sont donc les fonctions définies par y(x) = a, ch(x?) + b, sh(x?)
ol a; et b, sont deux constantes réelles.

e) Recherche de solutions développables en série entiére

Exercice 12.7

CCP PC 2006
On considere I’équation différentielle (E) : xy” +3y —4x’y = 0.
1. Déterminer les solutions de (E) développables en série enticre.

ch(x?)
2

2. Vérifier que I’application x — est solution de (E) sur R} et sur R* .

X
3. Déterminer les solutions définies sur R.

1) Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre. Comme le coeffi-
cient de y”’ s’annule pour x = 0, rien ne permet d’affirmer I’existence d’une solution
non nulle définie au voisinage de 0, encore moins I’existence d’une solution (non
nulle) développable en série entiere !

Nous cherchons a priori une série entiere Z a,x" de rayon de convergence R > 0
dont la somme S soit solution de (E).

+00 +00
On a alors, pour tout x € |[—R, R[, S(x) = Zanx”, §'(x) = Z(n + Da,.1x" et

n=0 n=0
+00

S"(x) = Z n(n + Day x" 1. On a ensuite

n=1

+00
x8"(x)+38'(x) —4x3S(x) = 3a1+8a2x+15a3x2+2((n+l)(n+3)a,,+1 —4a,_3)x".

n=3
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L’unicité du développement en série entiere de la fonction nulle montre que S est

4a,, _
solutionde (E) sietseulementsia; = a, = a3 = 0etVn > 3,a,4 = S - B
n+1DH(n+3)
On en déduit que pour tout p € N, on a aspr1 = 0, asprr = 0, agps3 = 0 et
ao .
a4, = ——— (par récurrence sur p).
+o0 4p
X . . PP
On a donc S(x) = ag Z —— =ap f(x),ou f estlafonction définie sur R par
‘ Q2p+ 1)
p:
sh(x?) 0
fx)= x2 six #0, Comme le rayon de convergence de la série entiere est
0 six =0.
infini, $ est une solution définie sur R, pour tout ag € R.

ch(x?)

5— est de classe %* sur R% et sur R* . Pour x € R*, on
x

2) La fonction g: x +—
calcule
g(x)=x"?ch (xz), g'(x)=—2x"ch (xz) +2x 'sh (xz)
et g"(x)=6x""*ch(x?) —6x ?sh(x?) +4ch(x?),
et on vérifie que xg”'(x) + 3¢’ (x) — 4x3g(x) = 0.

Les restrictions de f et g a R} étant linéairement indépendantes, elles forment un
systeme fondamental de solutions sur cet intervalle. Il en est de méme sur R .

3) Etudions le raccordement éventuel en 0 d’une solution f| = a; f + b; g définie sur

R} et d’une solution f, = a, f + bog définie sur R}. L’existence d’une limite en O

entraine by = b, = 0. Comme de plus lir% f(x) = 1, Pégalité des limites de f] et
X—

/> en 0 entraine a; = ay. Ainsi les seules solutions définies sur R sont les fonctions
de la forme af, avec a € R.

12.1.4 Systéme différentiel linéaire a coefficients constants

On considere un systeme différentiel de la forme

X{ =danXyt+apx,+---+apux,
xé =day Xy +axnx,+---+ayx,

(3)
XL = anix1 + amxa + o+ App Xy

ou les a;; sont des nombres réels ou complexes, et ou x;: ¢ +— x;(¢) sont des
fonctions de R dans KK, de classe €' sur R.

On peut écrire le systeéme sous forme matricielle

X' = AX, “4)
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ay az ... Qi x1(2)

ar ap ... ay xo(1)
avec A= | . . . et X:tr— X(t)=

apl dp2 ... dpp xn(t)

Théoréme de Cauchy-Lipschitz : Soit 7y € R, et soit ¥y € K". Alors il existe
une unique solution X de (4) vérifiant la condition initiale X (#y) = Y.

Lorsque X est une solution, la courbe de K" définie par la paramétrisation
t — X(t) est appelée une courbe intégrale.

Notons & I’ensemble des solutions de (4). C’est un sous-espace vectoriel de I’es-
pace vectoriel €' (R, K) des applications de classe "' de R dans K. On déduit du
théoréme de Cauchy que 1’application qui & X € & associe X(#y) est un isomor-
phisme de I’espace vectoriel & dans I’espace vectoriel K”. Il en résulte que & est
un K-espace vectoriel de dimension 7.

Une base (X1, ..., X,) de ’espace vectoriel & est appelée un systéme fondamen-
tal de solutions.

Si (Xi,...,X,) est une famille de n solutions de (4), et si ¢t € R, on note
W(t) = det(X,(2), ..., X,(¢)) le déterminant du systeme (X(t), ..., X, (¢)) dans
la base canonique de K".

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) (Xy,..., X,) est un systeme fondamental de solutions.

b) W(t) # 0 pour tout r € R.

c) Il existe 7y € R tel que W(zy) # 0.

L’application W: t — W(¢) est appelée le Wronskien de la famille (X, ..., X,).
Un cas particulier important : Supposons la matrice A diagonalisable dans

My(K). Soit (u1,...,u,) une base de vecteurs propres de A, soient A; ..., A,
les valeurs propres associées, et soit pour tout k (1 < k < n), Xy:t — Mk Ug.
Alors (X1, ..., X,) est un systeme fondamental de solutions.

Exercice 12.8

CCP PC 2006
x' = x+42y—z
Résoudre le systtme { y' = 2x+4y—2z
7 = —x—-2y+z

Il s’agit d’un systeme différentiel du premier ordre a coefficients constants dont la
1 2 -1
matriceest: A= | 2 4 -2
-1 -2 1
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Soient (eq, e, e3) la base canonique de R et f I’endomorphisme canoniquement
associé a A. On voit que f(e; — 2e;) = 0 et f(ez +e;) = 0. Ainsi O est une valeur

-2 1
propre de A, et le sous-espace propre associé est Ker(A) = Vect 1{, |0
0 1

Comme la trace de A est égale a 6, on en déduit que 6 est aussi valeur propre de A, et
on voit aisément que le sous-espace propre associé a la valeur propre 6 est la droite

1
vectorielle engendrée par | 2|.La matrice A est diagonalisable. Les solutions du
—1
systeme sont donc les fonctions X : R — R telles que :
-2 1 1
VieR, X()=a | 1| +b |0] +ce® | 2
0 1 —1

ou a, b et ¢ sont trois constantes réelles.

12.1.5 Equation différentielle linéaire du premier ordre : cas
général. (Filiere PSI uniquement)

Soit F un K-espace vectoriel normé de dimension finie n. On note .2 (F) I’espace
vectoriel des endomorphismes de F.

Soit a une application définie et continue sur un intervalle / de R et a valeurs dans
ZL(F),etsoitt € I; afin d’alléger les notations, I’image d’un vecteur x € F par
I’endomorphisme a(¢) sera notée a(t)x .

Une équation différentielle vectorielle du premier ordre est une équation de la
forme
Vi eI, x'(t) = a(t)x(t) + b(1) 5)

ol a est une application continue de I dans -Z(F), et ou b est une application
continue de / dans F.

L’équation différentielle V¢ € I, x'(t) = a(t)x(t) (6)
est appelée I’équation homogene associée a (5).
Théoréme de Cauchy-Lipschitz : Soient 7y € I et vy € F. Alors il existe une
unique solution x de (5) sur / vérifiant la condition initiale x(zy) = vy.
La courbe définie par le paramétrage ¢ — x(¢) est appelée une courbe intégrale.
Structure de I’ensemble des solutions :

L’ensemble & des solutions de 1I’équation homogene (6) est un sous-espace vec-
toriel de I’espace vectoriel ' (1, K) des applications de classe €' de I dans K. Si
to est un point de 7, I’application qui a x € & associe x(fp) est un isomorphisme
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de I’espace vectoriel & sur I’espace vectoriel F. Il en résulte que la dimension de
& est égale a la dimension de F.

Une base (x1, . . ., x,) de I’espace vectoriel & est appelée un systéme fondamental
de solutions.

Soit # une base de F, et soit (xi,...,x,) une famille de n solutions de (6).
L’application W: t — dg(xl(t), ..., Xxp(1)) est appelée Wronskien de la famille
(x1,...,x,) dans la base A. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1) (x1, ..., x,) un systtme fondamental de solutions,

)V el, W(t) #£0,

3y eI, Wit #0.

Soit .% I’ensemble des solutions de 1I’équation (5). Si x( est une solution particu-

liere de (5), alors les solutions de (5) sont toutes les fonctions de la forme xg + x,
avecx € &.

L’ensemble .Z est donc un sous-espace affine de I’espace vectoriel €' (I, F), dont
la direction est I’espace vectoriel &

La méthode de variation des constantes : lorsqu’on connait un systeme fonda-
mental (xy,...,x,) de solutions de I’équation homogene (6), alors les solutions
de I’équation complete (5) sont toutes les fonctions de la forme Ajx; + - - - + A, x,
ol Ay, ..., A, sont des fonctions numériques de classe € ! sur I dont les dérivées
vérifient Ajx; + -+ + Al x, = b.

Exercice 12.9

!
X' =x—t
Résoudre le systeme différentiel linéaire . { Y

, (On cherchera a
Yy =tx+y

mettre en évidence un systeme fondamental de solutions & valeurs réelles.)

Nous cherchons les solutions a valeurs réelles.
En posant z = x + iy, le systéme s’écrit

= —-ty)+itx+y)=0+it)(x +iy) = (1 +it)z.

Il s’agit alors d’une équation différentielle linéaire scalaire du premier ordre dont

2
Pl
t+i 5

les solutions sont les fonctions z telles que Vi € R, z(t) = Ae , oll A est une

constante complexe.
En posant A = a +ib (ou (a,b) € [R?), on obtient
x(t) +iy(t) = (a +ib)e' (cos(t? /2) + i sin(t?/2))
= e'(acos(t?/2) — bsin(t?/2)) + ie' (b cos(t? /2) + a sin(t? /2)).
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Les solutions de .¥ sont donc les fonctions X = (;i) de R dans R? telles que

x(t)\ _ (€' (acos(t*/2) — bsin(t*/2))
vieR, <)’(l)> N <e’(b cos(t?/2) + a sin(t? /2))

~(cos(t?)2) . ((—sin(t*/2)
—ae <sin(t2/2)>+be ( cos(t2/2)) "

2 )
. ) ; [cos(t”/2) ) [ —sin(t°/2)
Les fonctions X;: ¢t — e (Sin(ZZ/Z) et Xo:t — e cos(t2/2) forment un

systeme générateur de 1I’espace vectoriel S des solutions a valeurs réelles. Comme §
est un espace vectoriel de dimension 2, elles forment une base de S.

12.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

De nombreux exercices de concours portent sur la résolution des équations d’Euler :
il sagit d’équations différentielles de la forme ax?y” (x) + bxy'(x) + cy(x) = d(x),
ou a, b et ¢ sont des constantes réelles ou complexes.

Exercice 12.10

CCP PC 2006

Soient (a, b, ¢) € R* x R%. On se propose de déterminer les solutions de 1’équa-
tion différentielle (1) ax?y”(x) + bxy’(x) + cy(x) = 0 définies sur 10, +00[.

1. Justifier le changement de variable # = In x et indiquer comment il permet de
résoudre (1).

2. Résoudre sur R}, selon les valeurs de « :
"

x2y"(x) + xy'(x) + y(x) = sin(a Inx). (E)
1. La fonction logarithme est un difféomorphisme de classe € de 10, +oo[ sur R
dont le difféomorphisme réciproque est la fonction exponentielle. Cela justifie le
changement de variable x = ¢’.
A chaque fonction f de classe € sur 0, +oc[, associons la fonction g définie par

Vi € R, g(t) = f(e").

g est de classe €% sur R, et on a, pour tout t € R, g'(r) = e f'(e") et
g'(1) = €'(f'(e) + ¢ f(e), c’est-a-dire en posant x = €', g'(t) = xf'(x)
et g"(1) = x(f'(x) + xf"(x)). On en déduit xf"(x) = g"(t) — g'(t), d’ou
ax? ")+ bxf'(x)+cf (x) = ag"(t) + (b — a)g'(t) + cg(1). Ainsi f est solution
de (1) si et seulement si g est solution de I’équation différentielle linéaire du
second ordre 2 coefficients constants (2) : az’’(t) + (b — a)z'(t) + cz(t) = 0. Les
solutions de (1) sont donc les fonctions de la forme f(x) = g(Inx), ou g est
solution de (2).
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2. Le changement de variable précédent transforme 1’équation (E) en
Z(t) + z(t) = sin(at).

Les solutions de 1’équation homogene z”/(¢)+z(t) = 0 sont les fonctions de R dans
R définies par z(t) = Acost+ B sint, ou A et B sont deux constantes réelles. Pour
la résolution de 1’équation complete distinguons trois cas :

e Cas o @« ¢ {—1,1}. On observe que la fonction zo définie sur R par

zo(t) = - a2 sin(at) est une solution particuliere de 1’équation complete.

. 1 . .
e Cas ol @ = 1. Il est bien connu que zp: t — _Et cost est une solution parti-

culiere de I’équation complete (résonance).
e Cas ou @« = —1. Une solution particuliere de 1’équation complete est ici

Zo:t — —tcCoOst.
0 2
Dans tous les cas les solutions de I’équation compléte sont de la forme
z(t) = Acost + Bsint + zo(t).

Les solutions sur [0, +oo[ de (E) sont donc de la forme :

e y(x) = Acos(Inx) + Bsin(lnx) + 7 sin(felnx) sia ¢ {—1,1},

— a2

1
o y(x)=(A— 2 Inx)cos(Inx) + Bsin(lnx) sia =1,

1
e Y(x)=(A+ 3 Inx)cos(Inx)+ Bsin(Inx) sia = —1.

ou A et B désignent des constantes réelles.

Exercice 12.11

TPE PC 2006
Soit @ un nombre réel. Résoudre 1’équation différentielle

(E) : x +x"+x +x =e".

Indication de la rédaction : On pourra faire le changement de fonction inconnue
!/
y=x+x.

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 3, que nous allons résoudre a
I’aide du changement de fonction inconnue y = x + x’. Nous sommes ainsi ramenés
a 1’équation différentielle du second ordre (E;) : y" +y = e*.

Les solutions de I’équation homogene y” + y = 0 sont les fonctions y de R dans R
définie par y(r) = Acost + Bsint, ol A et B sont deux constantes réelles.
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On cherche une solution particuliere de la forme yo(t) = Ce®, avec C € R. On a
eat

1+ a2

Les solutions de (E) sont donc toutes les fonctions définies sur R par

alors y;/ (t) + yo(t) = C(1 + a*)e™, et on obtient donc yo(r) =

1
Vit € R, y(t) = Acost + Bsint + e
1+ a?

Les solutions de (E) sont alors les solutions de I’équation différentielle

at

Les solutions de I’équation homogene

(Ey) x'+x:Acost+Bsint+1 5

+a
sont ici les fonctions définies sur R par x(z) = Ce™" (C € R).

Cherchons une solution particuliere x; de I’équation x” + x = A cost + Bsint de la
forme x(t) = acost +bsint. On a alors x|(t) +x1(t) = (a+b)cost +(—a+b)sint,

A—-B A+ B A—B
d’ota = ,b= ,etx(r) = cost + sint.
2 2
1
Cherchons de méme une solution particuliere x, de I’équation x" + x = a2 e,
o’
1
Lorsque a # —1, on cherche x; telle que x,(z) = ce®. On a alors c(1 +a) = Tra2
a
1
d’ N t) = at
onnl) = G aiTa)
Lorsque @ = —1, on cherche une solution telle que x,(1) = dte™". On a alors
1 —1
x5(t) +x2(t) =de” ", d’oud = 3 et xo(t) = 5
Par superposition on en déduit la solution générale de 1’équation (E) :
A—-B A+B
. _ —t . at
Sla#—l, x(t)—Ce + 3 CoSft + > smt+me

A—B A+ B —t
Sia= -1, x(t)=Ce "+ 5 cost+— sint + 5

ol A, B, C sont trois constantes réelles.

Exercice 12.12

Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, et soit K un vecteur
non nul de E. Quelles sont les courbes intégrales de 1’équation différentielle
X'=KAX?

Posons a = ||K||, et choisissons une base orthonormale directe (i, j, k) telle que

1
k = — K. L’application X — K A X est une application linéaire dont la matrice dans
a

0 —a O
labase Best | a 0 0
0 0 0
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Les solutions de I’équation différentielle sont les fonctions X de R dans E définies
par X(t) = x(t) i+ y()j + z(t)k avec x’ = —ay, ¥y = ax, 7/ = 0.

On a donc z = h, ou h est une constante réelle. (Cela signifie que les courbes inté-
grales sont situées dans des plans paralleles au plan x Oy).

Les relations x’ = —ay et y = ax montrent que x est de classe €~ et est solu-
tion de ’équation différentielle du second ordre x”/ = —a’x : il existe donc des
constantes réelles A et B telles que Vi € R, x(f) = Acosat + Bsinat. On a alors

1
y(t) = ——x'(t) = Asinat — B cosat.
a

En écrivant le nombre complexe A + iB sous forme trigonométrique, on voit
qu’il existe un nombre réel positif r et un nombre réel ¢ tels que A = rcos ¢ et
B =rsing, eton adonc x(t) = rcos(at — ¢) et y(t) =rsin(at — @).

Les courbes intégrales sont donc des cercles d’axe Oz.

Exercice 12.13

D’aprés Mines Ponts 2006
Résoudre dans R le systeme différentiel (E) :
dXx

— =AX, avec A= |-
dt

— NI
N - O
|

Pour gagner du temps, on utilisera sans démonstration les résultats suivants : le
polynéme caractéristique de A est y (X)) = (1 — A)* ; A est donc trigonalisable
dans #5(R) : A = PTP~!, avec

1 1 -1 1 1 1 0 0 -1
T=101 2|, P=|-1 -1 0|, P'=1]0 -1 1
00 1 -1 00 1 1 0
x1(1)
Soit X: ¢ +— X(t) = |x2(r)| une fonction de classe €' de R dans .#;(R).
x3(1)

Y = P~ !X est également de classe €', et elle vérifie Y/ = P~'X’. Pour que X
soit solution de (E), il faut et il suffit que X’ = PY' = AX = APY, c’est-a-dire

1
que Y soit solution de Y’ = P~ 'APY = TY.En posant Y = |y,|, on obtient
y3
)’£ = Nty2—)¥
Vv = y2+2y3
¥y = Y3

Il s’agit d’un systeme différentiel linéaire triangulaire.
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La derni¢re équation montre que y3(f) = ae’ ou a est une constante réelle. La
seconde équation s’écrit alors y; = y; + 2ae’. Ses solutions sont de la forme
y2(t) = (2at + b)e' ol b est une constante réelle. Enfin y; est solution de 1’équation
différentielle y{ = y; + (2at + b — a)e', et on obtient y;(t) = (at* + (b — a)t +c¢),
ol c¢ est une constante réelle arbitraire.

On en déduit :

x1(1) 11 1|[(at?+@—a)+c)e at> +(a+b)t+a+b+c
n@)|=[-1 -1 0 (2at + b)e' =¢ |—at> —(a+b)t —b—c
xa@®| |-1 0 0 ae' —at* — (b —a)t — ¢
Exercice 12.14
TPE PC, PSI 2005 K

5 1 -1 e'
Résoudre (E): X'(t) = AX+BavecA= |2 4 —2|etB=| ¢

1 -1 3 —te'

Il s’agit d’un systeme différentiel linéaire a coefficients constants.
En utilisant un logiciel de calcul formel, on obtient que A est diagonalisable, et

2 00 0 1 1
A=PDP l'avecD= |0 4 0|letP=1|1 0 1].
0 0 6 1 1 0

Effectuons le changement de fonction inconnue ¥ = P~'X. Le systéme s’écrit alors

Y =P 'X' =P 'AX+P 'B=P 'APY+P 'B=DY+P 'B.

Y1
En posant Y = |y, |, ce dernier systeme s’écrit
Y3
1
V@O = 20+ (=€ + e —te')
1
VEERY M) = dpD)+ (e — e —te)
1
VO = 6y + (e e* +te')

On obtient trois équations différentielles linéaires du premier ordre, a coefficients
constants.

Indiquons le détail de la résolution de la premiere équation : les solutions de
I’équation homogene sont les fonctions de la forme y;(f) = Ae, ol A est une
constante réelle. Les solutions de I’équation complete sont alors les fonctions
de la forme y;(t) = /\(t)eZ’ ot A est une fonction de classe €' sur R telle que

1
N()e* = 5(—et +e¥ —teh).
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1 1
On adonc X' (1) = 5(—e_t +1 —te™"). On en déduit que A(t) = E(t +(t+2)e " +a)

1 1
ol a est une constante réelle, puis y; () = E(t +a)e’ + E(t +2)e’.

On obtient par des calculs analogues :
1 1
ya(t) = ﬁ(& —2)e' + Ze” + be"

ou b est une constante réelle arbitraire, puis

1 1
y3(t) = —%(6 +50)e’ — ZeZ’ +ce®

ou ¢ est une constante réelle arbitraire.
On a pour finir X = PY.

Remarque : les étudiants de la filiere PSI disposent d’une autre méthode pour la
résolution de I’équation complete. En effet, la diagonalisation de la matrice A montre
qu’un systetme fondamental de 1’équation homogeéne X' = AX est formé par les
fonctions U, V et W, définies sur R, par U(r) = e*u, V(1) = e v et W(r) = ¢* w,
ol u, v et w sont les colonnes de la matrice P. La méthode de variation des constantes
montre alors que les solutions de I’équation complete sont les fonctions de la forme
AU + 1V +vW, ol A, u et v sont des fonctions numériques de classe € sur R telles
que N'U + 'V +v'W = B.

Exercice 12.15

CCP PC 2004

Soit A € #5,(R) telle que A% + I, = 0. Résoudre le systeme différentiel
dXx
— = AX(@®).
7 (?)

dX
Notons que si X : R — .#, 1(R) est une fonction de classe ¢ !telle que n = AX,
2

d=X
alors X est de classe € et vérifie el = A’X = —X.

Les composantes x; (i = 1...2n) de X vérifient donc x;’ = —x;, et on en déduit
qu’il existe des constantes réelles u; et v; tels que

Vt € R, x;(t) = u;cost + v; sint.
uj A
EnposantU = | : |etV = | ! |,onaVt € R, X(¢)=cost.U +sint.V.
Udp U2p
On a alors X'(t) = —sint.U +cost.V, et larelation X' = AX s’écrit

—sint.U +cost.V =cost.AU +sint.AV.
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En particulier pout t = 0, on obtient V = AU, et donc X(¢) = cost.U +sint.AU.

Réciproquement si U € .#5,,1(IR), alors la fonction ¢ — cost.U +sint. AU est de
classe €' sur R et vérifie AX(r) = cost.AU+sint.A>U = cost. AU —sint.U = X'(¢).

Les solutions sont donc toutes les fonctions X telles que
Vi € R, X(t) =cost.U +sint. AU

ou U est un élément arbitraire de .#5, 1 (R).

Exercice 12.16

TPE PSI 2007

On désigne par F 1’espace vectoriel des fonctions de classe € de R dans R. Si
u est un élément de F, on note L, I’endomorphisme de F défini par :

Vy € F, L,(y) =y +uy.

1) Soit u € F. Déterminer I’endomorphisme L, o L,,.
2) Résoudre 1’équation différentielle (E) : y” +2tanhx y’ +y = 0.

1) Soity € F.Ona (L, oL,)(y)= L,y +uy)=y"+2uy’ + @' +u®y.

2) On montre facilement par récurrence sur n que les solutions de (E) sont de classe

%" pour tout n, donc appartiennent a F. Prenons u: x +— tanh x. C’est un élément de
1 sh? x

) ) ] ch’x  ch’x

sont donc les fonctions y de F qui appartiennent au noyau de L, o L,. Le noyau de

L, est formé des solutions de I’équation différentielle 7 = —z tanh x, ¢’est-a-dire les

F,etpour tout x € R, onau'(x)+ ul(x) = = 1. Les solutions de (E)

. A . .
fonctions de la forme x — hx ou A est une constante réelle. Les solutions de (E)
chx

A
sont alors les solutions de I’équation différentielle y’ +y tanh x = hr Elles sont de
chx

A A’ A
la forme y: x — x oll A est une fonction de classe ¢ telle que ) = —,
chx chx chx
c’est-a-dire A’(x) = A, etdonc A(x) = Ax+u ol u est une constante réelle. Les solu-
Ax +

tions de (E) sont donc les fonctions y telles que, pour tout x € R, y(x) =

’

chx
avec (A, u) € R2.

Exercice 12.17

ENSEA PSI 2006 K

Trouver les solutions de 1’équation différentielle (E) xy” +2y"+xy = 0 dévelop-
pables en série entiere au voisinage de 0, puis les solutions maximales de cette
équation.
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e Cherchons une série entiere Zanx” de rayon de convergence R > 0 dont la
somme S est solution de (E) sur I = ]—R, R[. On a alors, pour tout x € I,

+00 +00 +00
S =Y anx", S'x) = (n+ Dagax", et S"(x) =Y n(n+ Dayax""".
n=0 n=0 n=1

xS”(x) + 28'(x) + xS(x) apparait alors comme la somme d’une série entiere
dont le coefficient constant est 2a; et ou, pour n > 1, le coefficient de x" est
n(n+)ay . +2(n+1)a, 1 +a,—1 = (n+2)(n+1)a,+1+a,—,. L' unicité du développement
en série enticre donne alors a; = O et, pour toutn > 1, (n+2)(n+ 1)a,4 +a,—1 = 0.

—1)P
On en déduit aisément, par récurrence sur p € N, ay,,1 = Oetay, = (2(p+)l)’ agp.
arp+2 1 N >
Comme = 0, la regle de d’ Alembert montre que le
w, | Qp+32p+2) rom g d

rayon de convergence est infini.
sin x )
(—1)Px?p _Jay—— sixeR”

+00
Onadonc Vx € R, S(x) = qg Z A
e 2p+1)!

do six =0

o Le théoreme de Cauchy montre que 1’équation possede des solutions (maximales)
sur I’un ou I’autre des intervalles I; = R* et I, = R}.

Déterminons les solutions a I’aide du changement de fonction inconnue z = xy. Si
y est de classe € sur I’un de ces intervalles, alors z: x — xy(x) est aussi de classe
¢ etonaz =y+xy, 7 =2y +xy’, douxy” +2y +xy =z" +z. Ainsi y est
solution de (E) si et seulement si z est solution de 1’équation différentielle 7/ +z = 0.

On en déduit que les solutions de (E) sur I; (ou I) sont les fonctions y telles que

sin x Ccos X

y(x)=a——+b ou a et b sont des constantes réelles.
X

X
Si b est non nul, alors y(x) n’a pas de limite finie en 0, et il n’est pas possible de
prolonger la solution y a un intervalle contenant strictement /1 (ou I,).

Supposons maintenant b = 0, et étudions le raccordement éventuel d’une solu-
tion y;(x) = alw sur I; et d’une solution y(x) = agﬁ sur I>. On a alors
liI;I)li yix) = a e)tc lir(r)li ya(x) = ap. Si y; et y, sont les restfictions d’une solution
;tiéﬁnie sur R, alo;: a; = ap, et y est I'une des solutions développables en série
entiere.

Récapitulons : Les solutions maximales de (E) sont :

sin x CcOos X
ey x—a——+b
X

((a,b) € R x R*) sur I; (ou sur ).
X

. y:XHa% (a € R) sur R.
x



% Chap. 12. Equations différentielles linéaires

Exercice 12.18

Saint-Cyr PC 2006

Résoudre avec Maple x(x? — Dy’ + (x? + Dy + 2x2 = 0. Donner les solutions
sur R.

Avec Maple, la commande

> dsolve (x* (x*x-1)) (diff (y(x) ,x)+(x*xx+1)*y (x)+2*x*x,y (X))

x(a — 2x)
1

5 ol a est une constante réelle.
x —_

donne y(x) =

11 faut en réalité se placer sur des intervalles ou la fonction x — x(x?—1) ne s’annule
pas, et on obtient donc quatre familles de solutions :

-2
o Les fonctions de la forme y;(x) = M sur I’intervalle I} = |—o0, —1],
x f—
. xla —2x)
o Les fonctions de la forme y,(x) = — sur ’intervalle I, = ]—1, 0],
x f—
. xas —2x)
o Les fonctions de la forme y3(x) = — sur ’intervalle I3 = 0, 1],
x2 —
. x(ay — 2x) ..
o Les fonctions de la forme y4(x) = — sur I’intervalle I, = |1, +oo[,
x2 —

ol aj, ap, as et a, sont quatre constantes réelles arbitraires.

Etudions le raccordement éventuel en —1 d’une solution y; définie sur /; avec une
x(a; — 2x)
x2—1
finie quand x vers —17, et y; ne peut pas étre prolongée en —1. On voit de méme

que si ay # —2, alors y, ne peut pas étre prolongée en —1.

solution y, définie sur I,. Si a; est différent de —2, alors n’apas de limite

—2x
—1

—2x
pour tout x € I, de sorte que la fonction définie par Y,(x) = P pour tout
x —

. —2x
Enrevanchesia; = a; = —2,onay(x) = Pa— pour tout x € I et y,(x) =
x [e—

X € ]—o00,0[ est de classe €' et ¢’est une solution de E.
—2x
+1

On démontre avec le méme raisonnement que la fonction définie par Y»(x) =
est 'unique solution de (E) sur I’intervalle ]0, +o0l.
Pour finir nous devons étudier le raccordement éventuel de Y; et de Y, en O.

On observe d’abord que lim Y;(x) = 0 = lir% Y1(x) et nous devons également
x—0— x—0*

étudier les limites de Y| et Y5 en 0.
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2 _
On calcule Y{(x) = G172 et Yy(x) = G On a donc xlir(r)lﬁ Y/(x) = 2 et
lir{)l Y,5(x) = —2, de sorte que les solutions Y; et ¥, ne se raccordent pas en tant que
x—0*

fonctions de classe €. Il n’y a donc pas de solution définie sur R.

Exercice 12.19

Mines-Ponts PSI 2006

1) Résoudre sur R} ’équation différentielle (E) : x*y” + y = 0.

Indication de la rédaction : chercher des solutions de la forme x +— x% = ¢
oua c C.

2) En déduire les fonctions de classe €' sur R telles que

alnx

Vx €RL, ) = f (%) .

1) (E) est une équation d’Euler que I’on peut résoudre avec la méthode exposée dans
I’exercice 12.10, ou en cherchant une solution sous la forme y(x) = x“. On a alors
y'(x) = ax* et y"(x) = a(a — Dx*2.

Il en résulte que y est solution de (E) si et seulement si a(a—1)+1 = o>—a+1=0.

Le polyndme a” — a + 1 admet deux racines complexes :

V3 1 V3

a1:§+i7 et a’zzi—lT.

On obtient ainsi deux solutions (a valeurs complexes) de (E) définies sur R} :

yi(x) = e = /x <cos <?lnx> +isin (?lnx>>

3 3
ya(x) = e = \/x (cos % Inx — i sin glnx> .

Ces solutions sont linéairement indépendantes puisque leur Wronskien vérifie

W(1) = yi(Dyy(1) — yi(Dy2(1) = arar = 1 # 0.
Elles forment donc une base de 1’espace vectoriel S¢ des solutions de (E) a valeurs
complexes.

_ yi+»m
2

Yir—»n
2i

Uy = Re(y)) etu,; = = Im(y;) sont alors des solutions a valeurs

réelles :

Vx € R, uj(x) = v/xcos <?lnx> , et ur(x) = v/xsin (?lnx>
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Elles sont linéairement indépendantes sur C puisque la matrice du systéme (u, u;)

dans la base (y, y2) : 3 [i _i] est inversible (son déterminant est égal a %).

Elle sont donc aussi linéairement indépendantes sur R, et forment donc une base de
I’espace vectoriel Sg des solutions de (E) a valeurs réelles.

Les solutions réelles de (E) définies sur R} sont donc les fonctions définies par

Vx € R, y(x) = Vx (acos <§lnx> + bsin <§lnx>>

ou a et b sont deux nombres réels.

1
2) Soit f une fonction de classe €' sur R telles que f'(x) = f <>
by

La fonction f’ est la composée de deux fonctions de classe €' : elle est donc de
classe €. Il en résulte que f est de classe € et on a

1 1 1
Vx e Ry, f"(x) = 2 ! <x> = —pf(x)-

La fonction f est donc une solution de I’équation différentielle (E) x*y” +y = 0, et
il existe donc des constantes réelles A et B telles que :

fx)=+vx (Acos (glnx> + Bsin <§lnx>> )

Il s’agit maintenant de vérifier dans 1’équation initiale :

w1 ([A BV3 V3, B AV3) . (V3
f(x)—ﬁ 5+T cos 7nx + 3T sin Tnx
f <%> = % (Acos <§lnx) — Bsin (?lnx)>

3
En prenant en particulier la valeur x = xj telle que \2_ In(xp) = 7, puis la valeur

3 1
x = x; telle que % In(xy) = g, on voit que la relation f'(x) = f <—> équivaut
X

A B B A
a 5 + ;/§ = Aet 5 ;/5 = —B, c’est-a-dire a A = BV/3. les fonctions

cherchées sont donc les fonctions de R} dans R telles que

Vx € RY, f(x) = By/x (\/gcos (?mx) + sin <glnx>>

= 2B+/x cos (?lnx - %) )
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Exercice 12.20

Centrale PSI 2005 K
1) Résoudre I’équation différentielle (E;) : " + y = cosnx.

2) Soit Z a, une série absolument convergente.

+o0
Résoudre I’équation différentielle (E,) : vy +y = Z a, COSnX.
=1

1) Les solutions de I’équation homogene associée sont les fonctions de la forme
Y:X+— acosx +bsinx.

Lorsque n # 1, la fonction fy: x — I cosnx est une solution particuliere

2
n J——
de I’équation complete. Les solutions de (£;) sont donc les fonctions de la forme

y:X — acosx +bsinx + I cosnx, ol a et b sont des constantes réelles arbi-

2 —
traires.

Dans le cas n = 1 (ou il y a résonance), on cherche une solution particuliere de
la forme fy(x) = x(Asinx + Bcosx). On peut simplifier un peu les calculs en
remarquant que la partie paire de f; est elle aussi une solution de (£7) ; on peut donc

. . . 1

chercher f; de la forme x — Ax sinx. On obtient facilement A = 7
Les solutions sont donc les fonctions y telles que

X
Vx € R, y(x) = Esinx +acosx +bsinx

ou a et b sont des constantes réelles.
an

n2 —

2) Pour tout n > 2, notons u, la fonction définie sur R par u,(x) = N cosnx.

u, est de classe €7 sur R, et pour tout x € R, on a

2

. n-a
sinnx et u'(x)=—
1 " n? —

na,
n2 —

ul(x) =— [ cosnx.

2

n*a

Les suites ] , na,| et ‘ n| sont dominées par la suite (|a,|).
n?—1 n?—1 n?—1

Il en résulte que les séries de fonctions E Up, E u' et E u!! sont normale-

+00
ment convergentes sur R. La fonction S = Z u, est donc de classe €~ sur R, et

n=2

+00 +00
Vx €R, §"(0) =D u(x) == nu,(x).
n=2 n=2
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On en déduit que la fonction f définie par f(x) = 612—1x sinx + S(x) est une solution

de I’équation différentielle (E£;). Les solutions sont donc toutes les fonctions telles

que f(x) = % sin(x) + >
n=2

constantes réelles.

a

n . N
5 1cosnx+acosx+bsmx ou a et b sont deux
n R

12.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 12.21

Centrale PSI 2006 K
Soit f une fonction de classe € de R dans R telle que f + f” > 0. Montrer que
f(x+m)+ f(x) = 0 pour tout x € R.

Indication de la rédaction : on pourra poser ¢ = f + f” et résoudre 1’équation
différentielle y” + y = g par la méthode de variation des constantes.

Posons ¢ = f + f”'. La fonction g est continue sur R, et g(x) > 0 pour tout x € R.
La fonction f est alors une solution de 1’équation différentielle (E) y” +y = q.

Les fonctions cos et sin forment un systeme fondamental de solutions de I’équation
homogene y + y”/ = 0. La méthode de variation des constantes montre qu’il existe
deux fonctions A et u de classe €' sur R, telles que

N(x)cosx +u/(x)sinx = 0
vx €R, { —MN(x)sinx + u/(x)cosx = gq(x)
Il en résulte que A'(x) = —g(x)sinx et u'(x) = g(x)cosx, d’ou
Ax) = —/ gt)sintdt + a
Vx € R, 0
mx) = —/ qg(t)costdt + b
0

ou a et b sont des constantes réelles, et donc
f(x) = A(x)cosx + w(x)sinx

X
= / q(t)[sinx COSt — COS X sint]dt +acosx +bsinx
0

X
= / q(t)sin(x —t)dt +acosx +bsinx.
0
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On a alors, compte tenu des relations cos x +cos(x +7) = O et sinx +sin(x +7) = 0,

X

f)+ fx+m) = / q(t)sin(x —t)dt + /X Wq(t)sin(x +7 —t)dt
0 0
= /xq(t) [sin(x — ) +sin(x + 7 — )] dt + /x 7Tq(t) sin(x + 7 — t) dt
0 X

=— /X 7Tq(z‘) sin(x — t) dt

Avec le changement de variable t = x + u on obtient :

f(x)+f(x+77)=/#q(x+u)sinudu
0

etdonc f(x)+ f(x + ) > 0 puisque g(x + u) et sinu sont positifs ou nuls pour tout
u € [0, ).

Exercice 12.22

Centrale PSI 2006

Soit f la solution sur R de 1’équation différentielle (E) y”' — (x* + 1)y = 0 telle
que £(0) = f'(0) = 1.

1. Justifier I’existence de f.

2. Montrer que g = f? est convexe ; calculer g(0) et g(0).
3. Montrer que Vi € R,, f(t) > 1.

1
4. La fonction ¢ — =0 est-elle intégrable sur R, ?
8

+00 dt
5. Montrer que A: x — f(x) / 20 est solution de 1’équation différen-
8
tielle (E). '

1. (E) est une équation différentielle du second ordre dont les coefficients sont des
fonctions continues de R dans R. Comme le coefficient de y” ne s’annule pas, le
théoreme de Cauchy montre qu’il existe une et une seule solution de (E) vérifiant
les conditions initiales f(0) = f/(0) = 1.

2. g = flestdeclasse > surRetonag’ =2ff et
g () =2 () +2£(x) f"(x) = 2f(x)+2(x* + 1) f2(x) > 0 pour tout x € R.
g est donc convexe sur R.

On a de plus g(0) = £(0)> = 1 et g'(0) = 2£(0)f'(0) = 2.
3. Comme g est convexe, la courbe d’équation y = g(x) est située au-dessus de sa

tangente, notamment au point d’abscisse x = 0. On a donc g(x) > 1 + 2x, et
en particulier g(x) > 1 pour tout x > 0, c’est-a-dire | f(x)| > 1. Comme f est
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continue, elle est de signe constant sur R*, et comme f(0) = 1, f est positive,
donc f(x) > 1 pour tout x € R,.

4. Larelation g”(x) = 2f"(x) +2(x*+ 1) f?(x) montre que Vx € R,, g"(x) > 2x*

X 2 5
1l en résulte que g’(x) = g"(0) +2 / x> %

x° x© 1 1
On a donc g(x) > g(O)+E = 1+E douVx € Ry, 0 < S0 < H—x6,
15

ce

. 1 _y
qui démontre que — est intégrable sur R,.
8

o0 dt o0 dt *dt o0 dt
5.0n a / — = / — - / . L’application u: x — / —— est
. g Jo g o g@) g(®)

. 1 .
donc une primitive de ——. En particulier elle est de classe €.

Il en résulte que & est de classe € sur R, et on a

/ / +o0 gy f(x) /+OO dt
Ry, W(x) = o(1)
Vx € (x) f(X)/x ) g(x) =1 gt) f(x)

1" " T dt f/(x) f/(x)
h — el
@)=7 (x)/x 0 g | )

puis

= (x*+ Dh(x)

La fonction & est donc bien une solution de (E) sur R,.

Remarque
On retrouve la méthode de variation de la constante permettant de trouver une
base de solutions a partir d’une solution ne s’annulant pas.

Exercice 12.23

Mines-Ponts MP 2006, TPE PC 2006

On considere I’équation différentielle (E) : y”' +¢gy = 0, ol ¢ est une fonction
continue et intégrable sur R,.

1. Montrer que si f est une solution bornée de (E), alors lim f/(x) = 0.
X—+00
2. Soit (f, g) un systeme fondamental de solutions de (£). Démontrer que leur
Wronskien W = fg’ — f’g est une constante.

3. (E) admet-elle des solutions non bornées ?
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1. Soient f une solution bornée de (E), et M € R, tel que | f(x)| < M pour tout
x € R,.Onaalors | f”| < M |q|, ce qui montre que f” est intégrable sur R,. Il
en résulte que f’ admet une limite finie £ en +0o. Démontrons, par I’absurde, que
£ = 0. Supposons £ # 0.

Quitte a remplacer f par — f (qui est aussi une solution bornée de (E)), on peut

l
supposer £ > 0. Il existe alors xo € R, tel que f'(x) > 5 pour tout x > xg, et on

aalors Vx > xo, f(x) = f(xo)+ f'dt > f(xo) + g(x — xp). Il en résulte

X0

que lim f(x) = +o0, ce qui est absurde.
X —+00

2. Le Wronskien W = fg’ — f’g est de classe €' sur R,, et

W'=f¢"—f's=—qfg+afg =0.
Ainsi W est constant.
3. Démontrons, par 1’absurde, que (£) admet au moins une solution non bornée.
Pour cela supposons toutes les solutions de (E) bornées.
Soit (£, g) un syst¢tme fondamental de solutions de (E). Posons W = fg’ — f'g.
D’apres 2.,W est une constante, et comme f et g sont bornées, f’ et g’ tendent
vers 0 en +oo. Il en résulte que xlirPoo f()g' (x) — f'(x)g(x) = 0, et donc que

W = 0, ce qui est absurde (le wronskien d’un systeme fondamental de solutions
est non nul).

Exercice 12.24

Mines-Ponts PSI 2007 K

Montrer I’existence et 1’unicité d’une solution bornée sur R de 1’équation diffé-

2 L. .
*. Expliciter cette solution.

rentielle (E) y"' —y = e~
(E) est une équation différentielle linéaire du second ordre. Les solutions de
I’équation homogene associée sont toutes les fonctions de R dans R de la forme
y(x) = ae* + be™™ ou a et b sont deux constantes réelles. Notons que la seule
solution bornée de I’équation homogene est la fonction nulle, puisque, par exemple
si a est non nul, y(x) tend vers I’infini avec le signe de a lorsque x — +oo.

La méthode de « variation des constantes » montre que les solutions de 1’équation
(E) sont de la forme y(x) = a(x)e™ + b(x)e™ ™ ol a et b sont des fonctions de classe
%" sur R dont les dérivées vérifient

axe* +b'(x)e ™ = 0
Vx eR
X ) { a/(x)ex —b'(x)e‘x _ e_xz
1 1
On en déduit a’(x) = Ee*xzf’f et b'(x) = _Eefx%x‘

1 [ 1 [
11 en résulte que a(x) = 5/ e~ ldt +aet b(x) = —5/ e_’2+’dt+,8 ol aet B
0 0

sont deux constantes réelles.
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) | 1 _. . .
Les fonctions fi: t — Ee_t et frit Ee" *' sont continues sur R, et négli-

geables devant la fonction ¢ +— e=t/2
grables sur R.

au voisinage de +oo. Elles sont donc inté-

Posons
+00 +00 0 0
L= fiydt, L, = ftydt, Ly = / fithdt et L) = / fa(t)dt.
0 0 —00 —00
Le changement de variable u = —¢ montre que L; = L) et L, = L.

On a de plus y(x) = <a + /x fl(t)dt> e’ + <B — /X f2(l)dt> e~
0 0

Sia # —Ly, alors <a +/ N (t)dt) ¢* tend vers I’infini quand x — +o0, tandis
0

que <,8 +/ fz(t)dt> e " tend vers 0. Il en résulte que y(x) tend vers I’infini en
0

+00, donc n’est pas bornée.

On voit de méme (en étudiant la limite quand x tend vers —oo), que si 8 # —L,
alors y n’est pas bornée.

Montrons que la solution y; définie par

y(x) = <—L1 +/X fl(t)dt> et + (—L’2 — /X fz(t)dt> e
0 0

+00

= —¢ Si)dt — ex/ Sfa(t)dt
est bornée. -

Soit £ > 0. Comme fi(t) = o(e”") quand ¢ tend vers +oo, il existe A > 0 tel que

+00

+00
Vi > A, fi(t) <ee ', douVx > A, e fi(t)dt < sex/ e 'dt < &, donc
X

X
+00

il en résulte que —e* f1(t)dt tend vers 0 quand x tend vers +oo, et donc que
X

y(x) tend vers O tend x tend vers +oo. On montre de la méme maniere que y(x) tend

vers 0 quand x tend vers —oo. (On voit d’ailleurs aisément que y est impaire).

Comme y est continue sur R et qu’elle admet des limites finies en +oo et en —oo,
elle est bornée sur R, et c’est la seule d’apres ce qui précede.

Exercice 12.25

(une équation de Bessel) Polytechnique PC 2005 K
On considere I’équation différentielle (E) : xy”" +y" +xy = 0.

1. Trouver les solutions de (E) développables en série enticre. Préciser la solu-
tion J telle que J(0) = 1.
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1 w
2. Montrer que J(x) = — / cos(x sin 8)d#.
T Jo

3. Soit f une fonction développable en série entiere ; montrer qu’il existe des
solutions de (E’) xy” +y" + xy = f(x) développables en série entiére.

1) Cherchons une série entiere Zanx” de rayon de convergence R > 0 dont la
somme S soit solution de (E) sur / = ]—R, R[. On a alors, pour tout x € I,

+00 +00 +00
S = ax", S'x) =Y (n+ Dapax", et 8"(x) =Y n(n+ Dapax""".
n=0 n=0 n=1

xS8"(x) + S§'(x) + xS(x) apparait alors comme la somme d’une série entiere dont le
coefficient constant est a; et ol, pour n > 1, le coefficient de x" est

2
n(n + 1)an+1 + (ﬂ + 1)an+1 ta,—1 = (l’l + 1) Qpy1 +ap—1.
L’unicité du développement en série entiere montre alors que S est solution de (E)
si et seulement si a; = O et, pour tout n > 1, (n + 1)2a,,+] +a,—1 = 0. On en
(—1)?

W ag. Comme

déduit par récurence que, pour tout p € N, ay,41 = Oetay, =

arp+2

= 5 — 0 quand p tend vers +oo, la régle de d’Alembert montre
asp 4(p+2)

que le rayon de convergence R est infini. En particulier, la solution J telle que
J(0) = ap = 1 est définie par :

+00

Vx € R, J(x):z

p=0

1 s,
4r(p!)?

2) Lapplication ¢ définie par ¢(x,#) = cos(x sin ) est de classe €? sur R?, et
< 1 pour tout (x,t) € R2. Les

ona |e(x,0) < 1, < let

o’y

W(% 1)
hypotheéses de domination du théoréme de dérivation des intégrales dépendant d’un
parametre sont ainsi vérifiées, et il en résulte que que I’application g définie sur R

e
a(xyt)

1 o
par g(x) = — / cos(x sin 8)d6 est de classe €2 sur R, et que pour tout x € R,
T Jo

1 [ 1 [
gx)=— / — sin @ sin(x sin 0)df et g"’(x) = — / — sin’ @ cos(x sin 6)d 6
T Jo T Jo
On a alors
1 o
xg"(x)+g'(x)+xg(x) = — / (x cos? 6 cos(x sin #) — sin @ sin(x sin 6))do
T Jo

1 T
= — / [cos 0 sin(x sin 6)] 'do
T Jo

= [cos 0 sin(x sin 6)] _

=0

O=m
6=0
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11 en résulte que g est une solution de (E), et comme g(0) = 1 et g’(0) = 0, on a

g=J.

3) Soient (b,) une suite de réels et a > 0 tels que, pour tout x € ]—a,a[, on ait
+0o0

fx) = Z b,x". On procéde comme dans la question 1) : on cherche une série
n=0

entiere Z a,x" dont la somme S soit solution de I’équation (E’). Les coefficients

a, doivent alors vérifier a; = by, et, pour tout n € N*, (n + D%t +an_1 = by,. Ces
relations déterminent de fagcon unique les termes d’une suite (a,) : on peut en effet
choisir arbitrairement ay € R, par exemple ap = 0, et sin > 1 est un entier pour

lequel sont définis ay, . .., a,, alors a,; est défini de fagon unique par la relation
a o bn —ap—1
n+l1 (n T 1)2 .

Il suffit alors de vérifier que le rayon de convergence de la série entiere Z ax"
est non nul. Pour cela commengons par démontrer que Vn € N, |a,| < Z b,|.
L’inégalité est vérifiée pour n = 0 et n = 1. Pour un entier n > 1, supposons la

vérifiée jusqu’a I’ordre n. On a alors

n+l

n—1 n
(nar] < 4+ 1% fana| < lan—1] +[ba] < Z [bp| + |ba| < Z |bp| < Z byl -
p=0 p=0 p=0

L’inégalité est donc vérifiée a I’ordre n + 1, et elle est donc vérifiée pour tout n € N.
Soit alors » un nombre réel tel que 0 < r < min(1, a). La suite (b, r") est bornée, et

M
il existe donc un réel M tel que V € N, |b,| < —. Il en résulte que

"1 (n+1)M
angM];)r Mzrn\ rh

) N n+ )M R
Comme le rayon de convergence de la série enticre E n+ DM est égal ar, le
rn
rayon de convergence de g a,x" est > r, et S est bien une solution développable

en série entiere de (E”).



Equations différentielles

non linéaires N

13.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D'’ASSIMILATION

13.1.1 Equation non linéaire y’ = f(x,y)

Soit U un ouvert de R? et f une application continue de U dans R.

¢ Si [ est un intervalle de R et y une application de I dans R, on dit que le couple
(1, y) est solution de I’équation différentielle y' = f(x, y) lorsque y est dérivable
sur I etVx € I, (x,y(x)) € Uety'(x) = f(x,y(x)).

e De méme, on dit que le couple (/, y) est solution du probleme de Cauchy en
(x0, yo) s’il est solution de 1’équation précédente et si y(xg) = yo.

¢ S’il n’existe pas de solution prolongeant y sur un intervalle contenant stricte-
ment /, on dit que la solution est maximale.

Théoréme de Cauchy-Lipschitz 1 : Si f est de classe €' sur U, alors pour tout
(x0,Y0) € U, le probleme de Cauchy (y' = f(x,y), y(xo) = yo) admet une
unique solution maximale et son intervalle de définition I est ouvert.

o Equation a variables séparables : Soit a une application de classe €' d’un
intervalle J dans R, et b une application de classe €' d’un intervalle / dans R.
L’ équation différentielle a(y)y’ — b(x) = 0 est dite a variables séparables.

Si x — y(x) est une solution telle que y(xg) = yo, alors on a pour tout x

y(x) x
/ a(u)du = / b(s)ds. Ceci fournit une relation implicite entre x et y(x).

Yo Xo

Exercice 13.1

TPE PSI 2006
Soit f : R — R de classe €' et y : R — R de classe €' vérifiant y/ = f(y).
Montrer que y est monotone.

e Supposons d’abord qu’il existe xo € R tel que y'(xo) = 0. En posant y, = y(xo),
ona f(yp) = 0, donc la fonction constante x — Yy est solution sur R du probléme
de Cauchy (z' = f(z), z(xo) = yo), et la fonction y également, donc par unicité, y
est constante (donc monotone).
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e Supposons 2 présent que y’ ne s’annule pas. Comme elle est continue, elle garde
un signe constant, donc y est monotone.

Exercice 13.2

Montrer que le probleme de Cauchy (2xyy’ = x> + y?, y(1) = 2) admet une
solution maximale que 1’on déterminera (on pourra poser z = y?).

2 2

+
3 4 , la fonction f est de classe €' sur 10, +00 [2, donc
Xy

le théoréme de Cauchy garantit I’existence et 1’unicité d’une solution maximale y
définie sur un intervalle / inclus dans ]0, +oc [ et ne s’annulant pas donc positive car
y(1) = 2. En posant z = y?, onaz’ = 2yy’, donc on obtient I’équation xz’ = x> +z,
qui est linéaire. L’équation homogene a pour solution z = Ax et la variation de la
constante conduit a chercher une solution particuliere sous la forme z = A(x)x avec
x2A" = x?, donc z = x? convient, d’on la solution générale z = x% + Ax. On doit
avoir z(1) = 4, d’ott A = 3, d’ol finalement y> = x*+3x. Comme y est positive, on
en déduit y(x) = y/x(x + 3) et I’intervalle maximal est I =]0, +oco|.

Exercice 13.3

Centrale PSI 2006

Soit (xg, yo) € R2. Résoudre le probleme de Cauchy (y" = ch(x+y), y(xo) = yo).
Indication de la rédaction : poser z = x + y.

En posant f(x,y) = i

Comme dans I’exercice précédent, le théoréme de Cauchy s’applique. On pose
z = x +y, I’équation devient 7’ = chz + 1 avec la condition z(xy) = zg = Xo + Yo.
On tombe sur une équation autonome (2 variables séparables) qu’on peut écrire

Z/

1+chz

x Z/(S) z(x) dt z(x) 2e! ) z(x)
X —Xxp = ———ds = — = 7t2dt: -
x chz(s)+1 o 1+cht o (L+e) et +1 “

2

dot —— = C — x avec C = x9 + ———. Finalement, on trouve
e + 1 e*otyo + |

y(x) = In (ﬂ

= 1. En intégrant de x( a x, on obtient

C—x
valle ouvert contenant x, sur lequel C — x et 2 — C + x sont non nuls et de méme
signe. Etant donné que C — 2 < xy < C,onobtient/ =]C —2, C[.

A partir de la courbe correspondant a C = 0, on obtient les autres courbes intégrales
par des translations de vecteur (C, C).

> — x. Lintervalle maximal [/ est le plus grand inter-
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13.1.2 Systémes autonomes

Soient U un ouvert de R?, f et g deux applications continues de U dans R. Une

/
solution du systéme différentiel { ); ;L g ((; J )))’)) sur un intervalle / est un couple
(x, y) d’applications de / dans R, de classe &', vérifiant Vr € I, (x(@),y@)eU
et x'(t) = f(x(0), y(1), ¥'(t) = g(x(2), y(1)).
Une solution maximale de ce systéme est une solution sur un intervalle / qu’on
ne peut pas prolonger en une solution sur un intervalle contenant strictement /.
Théoréeme de Cauchy-Lipschitz 2 : Si f et g sont de classe €' sur U, alors
pour tout (fy, xg, yo) € R x U, il existe une unique solution maximale (x, y) du
systeme différentiel vérifiant (x () = xo, y(fo) = Yo). Son intervalle de définition
est ouvert.
On dit que (x, y) est la solution du probléme de Cauchy associé au systeme en
(f0, X0, Y0)-
Invariance par translation : Si (x, y) est une solution sur / =]a, b [ etsit est

un réel, alors la fonction ¢ — (x(t —1t;), y(t —t;)) est solution sur la +t;, b +1[.

Exercice 13.4

Soient f et g deux applications de classe ' de U dans R, et (2) le systeéme
I
différentiel § %, = /%)
Yy =28, y)
Soient (xg, yo) € U et (x, y) la solution maximale, définie sur I’intervalle 7, du
probleme de Cauchy en (¢, xo, yo)-

1. A quelle condition la fonction constante ¢ — (xg, yo) est-elle solution de () ?

2. On suppose que (f(xo, Yo), &(xo, ¥0)) # (0, 0).
Montrer que Vr € I, (f(x(1), y(1)), g(x(2), y(1))) # (0,0).

3. On suppose qu’il existe t; € I tel que #; > 1y et (x(#1), y(£1)) = (x (%), y(t0))-
Montrer que I = R et que les fonctions x et y sont périodiques de période
f — 1p.

1. Une fonction constante a une dérivée nulle, donc ¢ — (xg, yo) est solution du
systeme si et seulement si f(xg, yo) = 0 et g(xg, yo) = 0.

2. Supposons qu’il existe t; € [ tel que f(x(¢)),y(t1) = gx(#),y(r)) = 0.

La fonction constante ¢ +— (x(#;), y(t;)) est alors solution du systeme sur
R, avec les mémes conditions initiales en #; que la solution (x,y), donc
par unicité, on a V¢t € [, x(t) = x(t;) et y(¢) = y(t;). En particulier,
f(xo,y0) = f(x(to), y(t0)) = [f(x(t1),y(t1)) = 0 et de méme g(xp,y0) = 0
ce qui apporte une contradiction.
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3. En notant I’ Dintervalle translaté de I par la valeur t, — f;, la fonction
t — (x(t +1t — ty),y(t +1t; — tp)) est une solution maximale du systeme sur
I' avec les mémes conditions initiales en fy que la solution (x,y), donc par
unicité, I’ = I et les deux solutions sont égales.

Onendéduitque I = RetVr € R, x(t +1; — tp) = x(t), y(t +1t; — ty) = y(t),
donc x et y sont périodiques de période #; — fg.

Exercice 13.5

/ 2
Résoudre le systeme différentiel suivant : {

x'=x
y = 2xy
Que dire des courbes intégrales ?

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz 2 s’applique, et du fait de I’invariance par transla-
tion, on se limite a 1’étude du probléme de Cauchy en (0, xo, yo).

Si xog = 0, le couple de fonctions constantes ¢ — (0, yp) convient, donc par unicité
est la solution cherchée, sur R.

Si xg # 0, 1a fonction x ne s’annule pas (si elle s’annule en 74, elle est identiquement
nulle par unicité du probleme de Cauchy en #;). En notant / I’intervalle maximal, la
premiere équation, a variables séparables, s’integre de la maniere suivante :

O gy 1 1 x
Vtel,t:/ — =————doux()= L
X0 u X0 x(1) 1 — xpt
On reporte I’expression de x dans la deuxieme équation, ce qui donne I’équation
. . 2x . . r 2xg
linéaire y' = 0 y, qui se résout en y = yoefo gt — Lz-
1 — xot (1 — xot)

L’intervalle maximal / est le plus grand intervalle ouvert contenant O sur lequel

. 1 .
1 — xot ne s’annule pas, donc si xg > 0, alors I =] —o0, — [ et si xg < 0, alors
X0

1
I =]—, +o0][.
X0
Pour xy > 0, exprimons y en fonction de x. On obtient y = y—2x2, ou x décrit
X

0
10, 400 [, donc la courbe intégrale est une demi parabole.

13.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 13.6

TPE PSI 2005

Soit y une fonction de classe €' de R, dans Rtelle que: y' = ™ —e ¥+,
Que dire de la limite de y en +o0 ?
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Le trindme > — ¢ + 1 a un discriminant négatif donc est toujours strictement
positif. En remplacant ¢ par e > et en multipliant par e~”, on en déduit que
Yy, e —e ¥ 477 > 0, donc y’ > 0 et y est strictement croissante. Supposons
que y admette une limite finie / en +00, on aurait alors

Vi(x) —— el —edpel=p>o0.
X—+00

Par conséquent, il existe A > 0 tel que pour tout t > A, y'(t) > p /2, donc en
intégrant, Vx > A, y(x) > p/2(x — A) ——— +00, ce qui est contraire a notre
X—+00

hypothese. Finalement, y a pour limite +co en +00.

Exercice 13.7

Mines-Ponts MP, PC 2005

1
Soit (E) I’équation différentielle non linéaire 2y’ + y* + — =0.
X

1 1
Montrer que x +— — est solution de (£). En posant y(x) = z(x) + —, déterminer
b X

les solutions maximales de (E) sur ]0, +oo[ (on pourra poser u = 1/z).

1 1 1
On a pour tout x > 0, 2(——2) tS+ 5= 0, donc x +— — est solution de (E) sur
X x> x by
10, +oo .
| . .. A 2 5z 11
En posant y(x) = z(x)+—, I’équation (E) équivaut a 27" — —+z +2—+—2+—2 =0,
X X X x? x

2
¢’est-a-dire 2 I’équation (E’) : 27"+ + “% — 0. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz 1
X

garantit I’existence et ’'unicité d’une solution maximale du probléme de Cauchy en
(x0, o) pour (E”), donc en (x, yo) pour (E). Il y a deux cas a distinguer :
e Si yg = 1/xg, alors zo = 0. Or la fonction nulle est solution de (E’), donc par

. 1
unicité z = 0, et y(x) = —.
X
e Si yo # 1/xo, alors zg # 0, donc z ne s’annule pas (sinon elle serait identique-
ment nulle par unicité du probleéme de Cauchy posé en un point d’annulation de

1 : ST 2
z), donc en posant u = —, on obtient I’équation équivalente —2u’ + —u + 1 = 0.
z X

Cette équation est linéaire, la solution de I’équation homogene est x — Ax, et la
méthode de variation de la constante conduit a chercher u sous la forme A(x)x, ce

1
qui donne —2A’(x)x + 1 = 0. On en déduit que u = Ex In x est solution, donc la

1 2 1
solution générale pour u est u(x) = Ex Inx + Ax, d’ou y(x) = TNt Ax + T
On détermine A a ’aide de la condition initiale y(xg) = Yo, ce qui donne finale-

1 2
ment y(x) = — 1+
X Inx — Inxy +

>. On remarque que cette fonction est

xpyo—1
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2
définie sur ]0, +oo [ \{x;}, avec x; = xpexp (—7> L’intervalle maximal
X0Yo —
de définition de y est donc le plus grand intervalle ouvert contenant x, inclus dans
10, +oo [ \{x1}.
— Si yo < 1/x0, alors x; > x¢, donc I =10, x;[.
— Si yo > 1/x, alors x; < x¢, donc I =]x;, +o0[.
37 5
2 44
1] 3]
0 5 2
11
4
2
5] 1 3 3 4
cas yo < 1/xg cas yo > 1/xg

Exercice 13.8

Centrale PSI 2005
On note f la solution maximale de y' = e~ telle que f(0) = 0.

1. Montrer que f est impaire.
2. Montrer que f est définie sur R et que f posseéde une limite finie ¢ en +oc.

3. Montrer que ¢ > 1.

1. D’apres le théoreme de Cauchy, f est définie sur un intervalle ouvert Ja, b[,
avec a < 0 < b. La fonction g : x — —f(—x) vérifie g(0) = 0 et
gx) = fl(—x) = e/ = 7% donc est solution du méme probleéme
de Cauchy sur ] —b, —a[. Par unicité, on en déduit que ] —b, —a[C]a, b[,
d’ola = —-betg = f,donc f estimpaire.

2. f est croissante donc possede une limite, finie ou +oo, en b. Supposons la limite
infinie. Dans ce cas, il existe ¢ €]0, b[ tel que Vx > ¢, f(x) = 1, d’ou
X

0< f'(x) < e, dob f(x) < f(c)+/ e'dt < f(c)+e¢, donc f est

c
bornée au voisinage de b : contradiction, donc f a une limite finie £ en b.

Si b est fini, alors f'(x) — ¢ ?* quand x — b, donc f est prolongeable en une
solution sur Ja, b], ce qui contredit la maximalité de ]a, b[. On en déduit que
b = +00, et comme f est impaire, en déduit que f est définie sur R.
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X X

3. Si/ < 1,alorsVx > 0, y(x) < 1, donc y(x) :/ e~y >/ e7ldt = 1—e™*.
0 0

En passant a la limite pour x tendant vers +oo, on obtient £ > 1, ce qui est

contraire a I’hypothese. On conclut que ¢ > 1.

Exercice 13.9

Mines-Ponts PSI 2006
Déterminer la solution maximale du probléme de Cauchy

y' =2y y0) =y ) =1

o [1 s’agit d’'une équation autonome du second ordre. y est solution de ce probleme
Y=z

Z/ — 2y3
avec les conditions initiales y(0) = 1, z(0) = 1. Le théoreme de Cauchy garantit
I’existence et I’unicité de la solution cherchée.

e Pour la trouver, on multiplie la relation y” = 2y> par y’, on obtient y'y” = 2y’y?,
puis on I'integre entre 0 et x : y'(x)> — 1 = y(x)* — 1, d’olt y'(x)* = y(x)*. S’il
existe x; tel que y'(x;) = 0, alors y(x;) = 0, or la fonction nulle est solution du
probléme de Cauchy en (x;, 0, 0), donc par unicité, y est nulle, ce qui est absurde.
On en déduit que y’ ne s’annule pas et garde un signe constant, en 1’occurrence
strictement positif, d’ou Vx € I, y'(x) = y(x)z. On obtient une équation autonome
du premier ordre que 1’on résout par les techniques vues précédemment. Comme

y(x) du 1
y(0) # 0, y ne s’annule pas, donc Vx € I, / — =x,doul — — =x,d’ou
yo) U y(x)

de Cauchy si et seulement si (y, y) est solution du systéme autonome {

1
y(x) = - Lintervalle 7 est le plus grand intervalle contenant O sur lequel 1 — x
—X

ne s’annule pas, par conséquent / =] —oo, 1.

N.B. : La technique consistant 2 multipliant par y" et a intégrer de xo & x permet
d’obtenir une intégrale premiere (c’est-a-dire une équation du premier ordre) pour
toute équation différentielle de la forme y”’ = f(y) (équation de Newton).

13.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 13.10

Mines-Ponts PC K
Soit (E) I’équation différentielle xy’ — 2|y| = x.

1. Résoudre sur ]0, +oo[ les équations différentielles (E1) xy’ — 2y = x et
(E>) xy' +2y = x.

2. Soit f une solution de (E) sur ]0, +oco[. Démontrer que f change de signe.
Trouver toutes les solutions de (E) sur 10, +oo|.
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En déduire que le probleme de Cauchy admet une unique solution sur
10, 400 .

3. Montrer que si f est solution de (E) sur R, alors f(0) = Oet f(x) > O pour
tout x > 0. En déduire que (E) n’a pas de solution sur R.

4. Résoudre (E) sur | —o0, O] .

1. (E) et (E,) sont des équations linéaires du premier ordre.
La solution homogene de (E;) est x +— Ax? et x — —x est solution particuliere,
donc la solution générale est x — —x + Ax>.
La solution homogene de (E») est x +— Ax Zetx — x /3 est solution particuliere,
donc la solution générale est x — x/3 + Ax 2.

2.Vx >0, xf'(x) = 2| f(x)] + x, donc f'(x) > 0, et f est strictement croissante.
Trois cas peuvent se présenter :
e Si f > 0, I’équation (E) coincide avec (E;), donc il existe A tel que pour tout
X, f(x) = —x+ Ax? = x(—1+ Ax). Or A est positif a cause du comportement en
+00, mais alors f change de signe en 1/A, ce qui est contradictoire.
e Si f < 0, (E) coincide avec (E;), donc il existe A tel que pour tout x,
fx)=x/3+ Ax~2. On en déduit que f(x) a pour limite +0o quand x tend vers
+00, ce qui est contradictoire.
o Il en résulte qu’il existe x; > 0 tel que f(x;) = OetVx < x1, f(x) < O,

Vx > xq1, f(x)>0.
3

Sur 10, x; [, (E) se ramene a (E), d’ ol f(x) = % — % (pour qu’elle s’annule
X
en x1). On remarque en outre que féf(xl) =1
2
Sur ]x;, +oo[, (E) se ramene a (E;), d’ou f(x) = —x + x_. On observe que
X1

f1(x1) = 1. Par conséquent, f est de classe €' sur 10, +oo].
Etudions le probleme de Cauchy en (x¢, y9). On distingue trois cas.
¢ Si yo = 0, on doit choisir x; = x.

e Siyg > 0, alors x; < xp, et Vx > xp, f(x) = —x +Ax?, avec A = (x0+y0)x0_2.
2
.. 7z N x
Ceci impose la valeur de x;, égale & —2—.
Xo + Yo
e Siyy < 0,alors xo < xj, et Vx < x;, f(x) = x/3 + Ax™?, avec

A = x3(y0 — Xo/3), d’oli x1 = (x3(xo — 3yo))'/°.
Dans tous les cas, la solution est unique et définie sur |0, +oo .

3. En prenant x = 0 dans (E), on obtient f(0) = 0. Comme xf'(x) = 2| f(x)| + x,
x > 0 implique f'(x) > 0, donc f est strictement croissante sur R, et comme
f(@©O) = 0, f est strictement positive sur ]0, +oo[. (E) coincide donc avec
(E,) sur cet intervalle, donc JA, Vx > 0, f(x) = —x + Ax>. En particulier,
S )

e —

—1, donc f est négative au voisinage de 0 a droite : contradiction.
X x—0
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4. Soit y une solution sur ] —oo, 0.
¢ On suppose d’abord qu’il existe un intervalle ouvert non vide sur lequel y > 0,
et on note / un tel intervalle maximal. (E) s’écrit xy’ — 2y = x, donc il existe
A € Rtelque y(x) = —x + Ax? = x(Ax — 1). Cela impose Ax — 1 < 0.
*Si A > 0, y ne s’annule pas, donc I =] —o0, O[.
*SiA<0,1=]1/A,0[,doncy <Osur]—o0, 1/A].
Par suite, pour tout x < 1/A,y = x/3+ Bx 2 = x %(B +x"/3). Comme y doit

s’annuler en 1/A, on obtient B = — et la fonction obtenue est de classe €'

1
3?7
sur ] —oo, 0.

e On suppose pour finir que y < 0 sur ] —oo, 0[. (E) s’écrit xy’ + 2y = x, donc
=3
Inversement, ces trois familles de solutions conviennent.

Exercice 13.11

Centrale PC 2005 K
x

Soient a > 0 et 2, le systeme différentiel (x’ =x+ —y, y =y x2>.
a

A
+;,avecA <0.

1. On note (x,y) une solution maximale de 2. Déterminer 1’expression de
ax? + y? en fonction de ¢. Montrer que (x, y) est définie sur un intervalle non
majoré.

2. On suppose désormais a = 1. Exprimer (x, y) sous la forme (r cos u, r sin u),
ot r et u sont des fonctions de classe €'. Déterminer r et u. En déduire une
équation polaire de I’arc décrit par la solution.

Indication de la rédaction : on utilisera le théoréme de relévement suivant :
soit f : I — R* de classe €' telle que Vz € I, || f(t)||» = 1. Alors il existe
une fonction u : I — Rdeclasse €' telle que V¢ € I, f(t) = (cos u(r), sinu(r)).

1. En dérivant ax” + y2, on obtient :
(ax?+y?) = 2axx’ +2yy’ = 2ax? + 2x°y + 2y* — 2yx? = 2(ax* + y?) .

La fonction ax?+ y? est solution de 1’équation différentielle linéaire 7/ = 2z, donc
il existe un réel C tel que Yz, (ax* + y*)(1) = Ce*.

On note I =]b, c[ l'intervalle maximal de définition de (x, y), f, un point de /.
On suppose que ¢ est fini. Le calcul précédent montre que ax? + y? est bornée sur
[, c[, donc x et y également. En utilisant le systéme, x’ et y’ sont également
bornées sur [ 7o, ¢ [. Comme I’intervalle [y, ¢ [ est borné et les fonctions |x'| et

c c
|y’| sont majorées par une constante, les intégrales / x’ et / y’ sont absolu-
fo fo

ment convergentes, donc convergentes, ce qui implique que x et y ont une limite
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finie en c. En utilisant le systeme, il en est de méme pour x’ et y’, ce qui per-
met de prolonger la solution (x, y) au point ¢, ce qui contredit sa maximalité. En
conséquence ¢ = +00, donc / est non majoré.

2. Le systeme est autonome, donc on se ramene au probléme de Cauchy en 7y = 0.
On pose (xg, Yo) = (x(0), ¥(0)). Si (xg, yo) = (0, 0), le couple de fonctions nulles
est solution du méme probleme de Cauchy que (x, y) en 0, donc par unicité, x et
y sont les fonctions nulles.

Sinon, d’apres 1, V¢, x(t)* + y(t)* = (xj + yg)e*'. On pose r(t) = y/xZ + yZe', de
sorte que r est € !et la fonction ({, X) est de classe €', a valeurs dans le cercle
unité. D’apres le théoreme de reléV’ém’;:nt rappelé dans 1’énoncé, il existe une fonc-
tion u de classe €' sur I telle que ()r—c, %) = (cosu, sinu). On pose uy = u(0) et

ro = r(0). On a alors x’ = r'cosu — ru'sinu et y' = r’sinu + ru’ cosu. (2)
r'cosu — ru' sinu = rcosu +r* cosu sinu

r'sinu +ru’ cosu = rsinu — r> cos> u

En multipliant la premiére ligne par — sin «, la deuxieéme par cos u et en ajoutant,
on obtient en simplifiant par r (x) u’ = —r cosu = —rge’ cos u, qui est une équa-
tion autonome du premier ordre en u.

Siug = 7/2 (mod ), alors xg = 0. Le couple ¢ — (0, ype') est solution de 3,
et prend méme valeur que (x, y) en #ty = 0, donc par unicité est égal a (x, y). La
courbe intégrale est une droite.

Sinon, par unicité du probleme de Cauchy pour (x), u ne prend aucune valeur
congrue & 7/2 (mod 7). La fonction u étant continue, elle reste dans un inter-

équivaut a {

valle de la forme ] —g + k7, g + k7 [. On suppose par exemple xo > 0. Par

e . T T .
périodicité, on peut se ramener au cas ou u(/) C]——, —[. On obtient alors

272
dv
Ccos v

l/l/

= role' — 1), d’o

u(t)
- = roe', d’olt en intégrant de 0 a 7 : —/
cosu

uo

t
rolet — 1) = — ln(tan(? + %)) + 1n(tan(% + %)). On en déduit -
u(t) = 2 Arctan (exp(C — roe’)) — g, avec C =rg+ ln(tan(% + g)).

On se ramene par rotation a la situation ot uy = 0, auquel cas la courbe intégrale
admet la représentation polaire r = ry — ln(tan(g + %)).

En Maple, on obtient la courbe a I’aide de I’instruction suivante :
plot([1-1n(tan(u/2+Pi/4)) ,u,u=-Pi..Pi],coords=polar);

ou, avec Mathematica

PolarPlot[1-Log[Tan[t/2+Pi/4]1],{t,-Pi, Pi}]



© Dunod - La photocopie non autorisée est un délit

13.3 Exercices d’approfondissement @

=05

Exercice 13.12

Polytechnique PC 2006 K

1. Justifier I’existence d’une solution maximale (/, f) de 1’équation différen-
tielle & = 1 + sin @ telle que f(0) = 0. Montrer que / = R, puis donner
I’expression de f. En déduire ses limites en t-o0.

2. Déterminer les solutions g : ¢t — (x(¢),y(¢)) du systetme différentiel
X' =—1—y+x2 I
{ Y = x +xy pour lesquelles il existe #y € R tel que g(ty) = (1, 0).

Indication de la rédaction : on montrera que la fonction u = x? + y* est
constante, puis on utilisera le théoréme de relevement rappelé dans I’exercice
précédent.

1. e La fonction # — 1 + sin @ est de classe €' sur R, ce qui assure I’existence et
I’unicité d’une solution maximale (] a, b [, f) du probleme de Cauchy en (0, 0).
En outre, f/ > 0 donc f est croissante. Si b est fini, 0 < f' < 2, donc
Vi € [0,b[, 0 < f(r) < 2t < 2b, donc f est bornée et admet une limite
finie en b, et f’ également grice a I’équation différentielle, donc f est prolon-
geable en une solution sur ]a, b], ce que réfute sa maximalité. En conséquence,
b = 400, et par un raisonnement analogue, a = —oo, donc I = R.

o S’il existe £, tel que f (1) = —% (mod 27r), la fonction constante égale a f(¢;)

est solution du méme probleme de Cauchy que f en #;, donc lui est égal par
unicité, or £(0) = 0 # f(#;), contradiction.

3
e Sinon, f étant continue et nulle en 0, elle prend ses valeurs dans ] —g, 777- [.
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!/

En écrivant que = 1 et en intégrant de 0 a ¢, on obtient

1+sin f
o gy 30 gy v 3+ ®
1= T T — = [tan —]
/o 1 +sinu /_w 1 +cosv 21z
2

t

d’out = tan <f§) — Z) + 1. On obtient finalement f(¢) = g+2Arctan(t —1).
3
On en déduit que f(t) —— —% et f(t) —— 777
t——00 t—+00

2. Le systeme proposé admet une solution maximale unique g tel que g(#) = (1,0).
La fonction u = x2 + y? est dérivable et on a

u' = 2xx" +2yy =2x(—1 — y+x2) +2y(x +xy) =2x(u — 1) .

Comme u(ty) = 1 et que la fonction constante égale a 1 est solution de I’équation
u' = 2x(u — 1), on en déduit par application du théoréme d’unicité que u est
constante égale a 1. On en déduit que la trajectoire est circulaire.

On peut alors appliquer a g le théoréme de relevement : il existe 6 de classe ¢
telle que 0(ty) = OetVt € I, g(t) = (cosf(t),sinf(t)). En remplacant dans
—6'sin@ = — sin 6(1 + sin 0)
6’ cos @ = cos O(1 + sin 6)
cosinus ne s’annulent pas simultanément, cela équivaut 2 8’ = 1 + sin 6, ce qui
nous ramene a la premiere question. Si on pose f () = 6(¢ + 1y), 1a fonction f est

le systéme, on obtient { Comme le sinus et le

solution du probléme de Cauchy de 1). On en déduit 6(¢) = g+2 Arctan(t —ty—1).

1 — 2
En utilisant les formules sin(2 Arctanu) = et cos(2 Arctanu) = e ,
+u? 5 l1 + 12
x = —sin(2 Arctan(t — £ — 1)) = (t=tfo= 1)
on obtient finalement L+ —19— 1)
1—(t—ty— 1)

y = cos(2 Arctan(t — to — 1)) = I+ —1— 17



Calcul differentiel

-

14.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D’ASSIMILATION

14.1.1 Dérivées partielles, fonction de classe ¢

@ (e qu'il faut savoir

Soient U un ouvert de R”, f une application de U dans R"
eta = (ay,...,ap) € U.

e Soit # un vecteur de R”. On dit que f admet une dérivée en a selon le vecteur
u lorsque la fonction ¢ +— f(a + tu) définie au voisinage de O est dérivable,

fla+1tu) — f(a)

c’est-a-dire que I’expression a une limite finie lorsque ¢ tend
vers 0. On note D, f(a) cette limite.
e Soit j € {1,..., p}, lorsque I’application
pj: [ f(ala s 7aj—l7t’aj+17 s aap)
est dérivable au point a;, on dit que f admet une j-icme dérivée partielle au
. 0
point a, et on pose p'i(a;) = —f(a).
8)6]'
e On dit que f estde classe €' sur U lorsque pour tout j € {1,...,p}, f admet
une j-ieme dérivée partielle en chaque point x de U, et lorsque les applications

of

0 .
—— X 8—f(x) sont continues sur U.

8xj Xj
Exercice 14.1
xt+yt
Soit la fonction définie sur R? par f(x,y) = { x2 + y2 si (x, ) # (0,0)

0 si (x,y) = (0,0)
1. Montrer que f est continue sur R,

2. Justifier que f est de classe %' sur R? \ {(0,0)} et calculer ses dérivées par-
tielles.

3. Calculer les dérivées partielles de f en (0, 0).
4. En déduire que f est de classe €' sur R2.
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1. Par les théorémes généraux, la fonction f est continue sur R* \ {(0,0)}. Par
ailleurs, on a f(r cos @, rsinf) = r’(sin* @ + cos* 6). Or |cos* 6 + sin* 0 <2,
donc | f(r cos 8, r sin 0)| < 2r?, ot | f(x, y)| < 2(x*+y?) pour tout (x, y) € R?.
Par conséquent,ona lim  f(x,y) = 0, ce qui montre la continuité de f en

(x,y)—(0,0)
(0,0).
2. Par les théorémes généraux, la fonction f est de classe ' sur R? \ {(0,0)}, et
8 2 5 4 3,2 ] 4
on a, pour tout (x,y) € R?\ {(0,0)}, a—){(x, y) = al +(x§+yy2)2 Y Comme
f(y,x) = f(x,y), on a aussi par symétrie,
8f( ) af( ) 2y° +4y3x? — 2yx*
—I(X = — X) =
dy YT (x2 + y2)2
0) — £(0,0 2
3. Pour tout x # 0, on a fx,0 - f0,0 _r x, de limite nulle lorsque x tend
X X

0 0
vers 0. Donc 8—f(07 0) existe et on a 8_f(0’ 0) = lim x = 0. Par symétrie de f,
X X

x—0

on a de méme a—f(O, 0)=0.
dy

0
4. Pourr > 0,ona a—f(r cosf,rsinf) =r(2 cos® B+4 cos® 6 sin® §—2 cos 0 sin* 0),
X
< 8v/xZ+y2, ce

. : 0 .
qui montre que  lim —f(x7 y) = 0. La symétrie de la formule entraine le
(x,)—(0,0) Ox

of
a—x(x7}’)

0
d’ou la—f(r cos @, rsin@)| < 8r. Par conséquent,
X

0
méme résultat concernant 8_f’ donc f est de classe €' sur R>.
y

Soient U un ouvert de R”, f une applicationde U dansR" eta = (ai,...,a,) € U.
¢ Fonction différentiable (filiere PSI)

o On dit que f est différentiable en a lorsqu’il existe une application
linéaire ¢ € Z(RP,R"), V un voisinage de O et € : V — F tels que
Vh € V, f(a+h) = f(a)+ Uh) + ||h||e(h), avec %irr(l)s(h) = 0. Cette
application linéaire est appelée différentielle de f au point a. On la note
df(a).

o Si f est une application de classe €' sur U alors f est différentiable en tout
point de U, et pour touta € U, on a

of

p
df(a):h = (hy,...,hp) — Zh‘;g(a) = Dy f(a)
j=1 J
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¢ Différentielle en un point (filiere PC)
Si f est une application de classe €' sur U alors f admet en tout point
de U une dérivée selon tout vecteur 1 = (hiy,...,h,) € R” donnée par

P
Dy f(a) = Z hj %(a). L application & +— Dy, f(a) est linéaire. On I’appelle
j=1 J

différentielle de f en a et on la note df (a).

Exercice 14.2

spécifique PSI

Soient E = R? muni du produit scalaire usuel, et # un endomorphisme de E.
Montrer que I’application f : E — E définie par f(x) = x A u(x) est de classe
€' et calculer sa différentielle.

Soit x € R®. En décomposant le vecteur x dans la base canonique de R?, on observe
que les coordonnées de f(x) sont polynomiales (du second degré) par rapport a celles
de x, donc f admet des dérivées partielles qui sont continues sur £, d’ou f est de
classe €. Soit 4 dans R?, on a

fx+h) =&+ Awx)+uth) = f(x)+x Auth)+h ANu(x)+h AuCh).
Lapplication h +— x A u(h) + h A u(x) est linéaire. De plus, on a
1 A utll < [Rll[lu@]] et lim w(h) =0

puisque toute application linéaire sur R* est continue, donc || A u(h)|| = o(||k|)). 1I
en résulte que df (x)(h) = x Au(h) + h A u(x).

14.1.2 Matrice jacobienne, composition

Soient U un ouvert de R”, f une application de classe €' de U dans R" et
a=(ay,...,a,) €U.

¢ On appelle matrice jacobienne de f en a, la matrice de 1’application linéaire
df(a) dans les bases canoniques de R” et R". On la note J¢(a). Le terme géné-
OFf
ral de Jy(a) est a—f’(a) ou fi,..., fy désignent les composantes de f.
X
Lorsque n = p, on appelle jacobien de f en a le déterminant de la matrice
J¢(a), et on le note jr(a).

e Soient V un ouvert de R" contenant f(U) et g une application de classe €' de
V dans RY. La fonction g o f est de classe € sur U et

d(go f)a) =dg(f(a))odf(a).
Par conséquent Jy. r(a) = J,(f(a)) Jr(a).
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En notant x = (xy,...,x,) un vecteur de R” et y = (y1, ..., y,) un vecteur de
R",ona,pouri € {1,...,p}etje{l,...,q},

dgof) . — Og; O fi
— @ = k; Ty (f@) 5@

Ox

Exercice 14.3

Soient I un intervalle de R et f1, f>, f3 trois fonctions de I dans R de classe €.
Soit g : R* — R de classe ¢"'. Montrer que la fonction 4 : I — R définie par
h(t) = g(fi(t), f2(t), f3(t)) est de classe %" sur I et calculer sa dérivée.

Lapplication f : t — (f1(z), f2(2), f3(2)) est de classe €' sur I eta pour dérivée
I’application t — (f{(t), f5(t), f1(t)). Par composition, I’application 1 = g o f est
également de classe €' sur I, et on a, pour tout 7 € I :

0 0 0
n(t) = f{(t)£ (F(0) + fg(t)a—i (F(1) + f;(t>a—§ (f()).

14.1.3 Fonction de classe ¢*

Soient U un ouvert de R” et f une application de classe de U dans R". Lorsque f
est de classe €' sur U et lorsque les p dérivées partielles de f sont elles mémes
de classe €' sur U, on dit que f est de classe € sur U. La dérivée partielle

2
4 <0f> est notée of

a_xi 8—xj xlﬁxj '
Théoréme de Schwarz : si f est de classe ¢ sur U, etsii, j € {1,..., p},alors
orf  0f

8xl~8xj - 8)6]‘8)61' '

On définit par le méme procédé la notion de fonction de classe €*.

Exercice 14.4

Centrale PC 2007
2 2
Soit f la fonction définie sur R? par £(0,0) = O et f(x,y) = xye 2 si

x2+y?
(x,y) # (0,0).
1. Montrer que f est de classe €' sur R
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2. La fonction f est-elle de classe €2 sur R? 2

2
O f
55 (OO)t

2
9 f (0, 0).
X

Indication de la rédaction : calculer

1. La fonction f est de classe " sur R? \ {(0,0)} d’aprés les théorémes sur les
sommes, produits et quotients de fonctions de classe €. Les dérivées partielles
of et of sont donc continues sur R? \ {(0,0)}.

x Jy

e Montrons tout d’abord que f est continue en (0, 0). Puisque, pour tout couple
(x,y) € R*\ {(0,0)}, on a |x? — y*| < x*+y?, on en déduit que | f(x, y)| < |xy],
et donc f(x,y) tend vers f(0,0) = 0 lorsque (x, y) tend vers (0, 0). Il en résulte
que f est continue en (0, 0), donc sur R,

o Calculons les dérivées partielles premieres.

On remarque que, pour tout (x,y) € R? ona f(x,y) = — f(y, x). Il en résulte

0 0
que pour (x,y) # (0,0), on a a—;c(x, y) = —8—£(y,x). En dérivant par rapport
of B y(x* — y* +4x2y?) B <x2 —y? 4x2y? )
- 2)2

a x on obtient ——(x =
Ox *x, ) (x2 + y?2)? x2+y2 (x2+y

0
Par ailleurs, —f(O, 0) est la dérivée en O de la fonction x — f(x,0), et puisque

Ox
15} 0

cette fonction est nulle, on a —f(O7 0) = 0. De méme 8—f(0, 0)=0.

X y
e Etudions la continuité des dérivées partielles premieres. En utilisant I’in-
égalité 4uv < (v + v)?, valable pour tout couple (u,v) de réels, on obtient
8f( )<yl ]x2—y2]+ 4%y’ < 2ly|, et il en résulte que
— (X NS S )
Ox Y y w2 + yz (x2 + y2)2 y q

a—f(x, y) tend vers 0 = a—f(O, 0), lorsque (x, y) tend vers (0, 0). Donc 8_f est
Ox Ox Ox

. . . 0
continue en (0, 0), et finalement sur R? tout entier. Il en est de méme de —f et

Jy

cela prouve que la fonction f est de classe €' sur R%.

0
2. Le probleme est visiblement en (0, 0). Remarquons que 8_f(0’ y) = —y. Alors,
X

2f of
comme (O 0 = < >(0 0) est la dérivée en O de la fonction
Ay \ Ox
2
y = a—f(O, y), on obtient of (0,0) = —1. De méme 8—f(x,0) = x et on
0x Oyox dy
9? 2 2
obtient cette fois E of (0 0) = 1. On constate donc que ? f (O 0) 7é 2 f (0 0).
X

Il résulte alors du theoreme de Schwarz que f n’est pas de classe €? sur Rz.
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Exercice 14.5

St-Cyr PC 2005
Soit 4 :10, 1[— R de classe €>. On pose, pour y > 0, f(x,y) = h <x>
y

1. Déterminer I’ensemble de définition U de f.

2. Calculer les dérivées partielles premieres puis secondes de f. Vérifier au pas-
sage le théoréme de Schwarz.

3. Démontrer que f est solution sur U de I’équation aux dérivées partielles :

o*f 0*f

W(x, y) — W(x, y) = % si et seulement si & vérifie I’équation différen-

tielle (1 — t>)h" (t) — 2th’(t) = ¢ sur 10, 1[.

4. Résoudre cette équation différentielle.

1. La fonction f est définie sur I'ouvert U = {(x,y) € R?/0<x< v}

2. La fonction & est de classe € sur 10, 1[ et la fonction (x, y) — x /y estde classe
%” sur U donc leur composée f est également de classe ¢ sur U. En calculant les

of 1 9
dérivées partielles premicres, on obtient of _ —h’ <f> et of _ _%h/ <f>
0 y) Oy y oy

X Yy
Le calcul des dérivées partielles secondes donne
Ff _1,u(x Pf L (x x (X
ox2  yr \y ayox — y* \y/) ¥y \y
rf _ 1, (i) Y (E) of _2x,, (E) Y <£>
0xQy v o \y/) ¥y \y ay* ¥y \y) ¥\
0? o?
On vérifie ainsi, conformément au théoréeme de Schwarz, que / = ) .
Oxdy  0yox
3. On déduit du calcul précédent que pour tout (x, y) € U,
Ox*  0Oy? ¥t y oo \y
1 2
35 )
y y y y y

SN o o A X : L
Ainsi f vérifie ’équation or _9f_x sur U si et seulement si & vérifie sur

ox2  9y? = y3
I'intervalle 10, 1[ I’équation différentielle (1 — t*)A"(t) — 2th'(t) = t.
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4. La fonction A’ est solution de I’équation linéaire (1 — t%)z’ — 2¢z = ¢. La solution

. . c
de I’équation homogene est de la forme -2 (C est une constante). La fonc-

tion constante égale 2 —1/2 est solution particuliere, donc h’(z) est de la forme

1 C t 1+1¢
e douh(t)= -t +Aln-—"1 4B, ou(A, B) € R~

21— 2 1—1t

Exercice 14.6

CCP PSI 2006
Soit g :10, +00 [ — R de classe €>. Soient n > 2 et f la fonction définie sur

R" \ {0} par f(x1,x2,...,x,) = g(r)our = \/xf+x22+~-+x3. On note

n azf .
Af = Z 2 le laplacien de f.
i=1 i
n—1
g'(r).
,

2. En déduire toutes les fonctions g telles que A f = 0.

1. Montrer que A f(x) = g"(r) +

1. La racine carrée est de classe €2 sur 10, 400 [, donc par théoréme de composi-
tion, f est de classe €2 sur R" \ {0}. En dérivant deux fois par rapport i x;, on

obtient 2L — X1 g/,
8x,- r
0*f 1 x; Or x? r? — x? x?
o2 <r - r28x,-> g(r)+ r—’zg”(r) =—" Le'(r)+ r—lzg”(r).
1

n
En sommant pour i variant de 1 a n, et sachant que r> = E xl-z, on a alors
i=1

1
Af =g +g" ).

2. Af = Osi et seulement si g’ est solution de I’équation linéaire du premier ordre
n—1

A
y + y = 0, c’est-a-dire g'(r) = n—_ll (avec A; € R), d’ou finalement
r

A
g(r) = —2+Bsin >3etg(r)=Alnr+ Bsin = 2 (ou A et B sont deux
rn—

constantes réelles).

14.1.4 Difféomorphismes

Soient U et V deux ouverts de R?.

¢ On dit que ¢ est un difféomorphisme de U sur V lorsque ¢ est une bijection de
U sur V, ¢ est de classe €' sur U et ¢! est de classe € sur V.
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e Caractérisation des difféomorphismes : soit U un ouvert de R” et soit ¢ une
application de classe ' de U dans R”. Si ¢ est injective et si le jacobien de ¢
est non nul en chaque point de U, alors V = ¢(U) est un ouvert de R? et ¢ est
un difféomorphisme de U sur V.

e Si ¢ est un difféomorphisme de U sur V, alors pour tout a € U, la matrice
Jo(a) est inversible et (Jo(a)) ™ = J,-1(p(a)).

Exercice 14.7

CCP PSI 2006
y+z Z 1 vecs
Montrer que ¢ : (x,y,z) — (x +y+z7, ——m, —) estun ¢ difféomor-
X+y+z y+z
phisme de I'ouvert U = {(x,y,z) € (R¥)?, x+y+z < 1} sur V =10, 1[°.

Déterminer ¢~ '

Pour (x,y,z) € U, on pose (4, v, w) = ¢(x,y,z). On remarque que (4, v,w) € V,
etque z = uvw, ot uv = y+z,dolt y = uv — uvw = uv(l — w), et enfin
x=u—Q+2z)=u(l —v).

Lapplication ¢ : V — R* définie par Y(u,v,w) = (u(l — v),uv(l — w),uvw)
est a valeurs dans U car u(l — v) + uv(l — w) + uvw = u €]0, 1[ et vérifie par
construction o ¢ = Idy et ¢ oy = Idy, donc y = ¢~ '. D’autre part, ¢ est de
classe €' sur U et 4 est de classe €' sur V, donc ¢ est un difféomorphisme de U
sur V.

Exercice 14.8

CCP PC 2007

1. Montrer que I’application ¢ : (x,y) — (xy,x + y) est un difféomorphisme
de I’ouvert U = {(x,y) € R*, x —y > 0} sur un ouvert V a préciser et 2
représenter.

2. Transformer 1’équation aux dérivées partielles

0 0
(%) a_f(x,y) - a_f(x, ) +3(x =) fx,y) =0
X y

a I’aide du changement de variables : u = xy, v = x + y.
3. En déduire toutes les fonctions f € WU , R) vérifiant (x).

1. Soit (x,y) € U. On pose (1, v) = ¢(x, y), de sorte que x et y sont les racines du
trindme X2 — vX +u, dont le discriminant v*> — 4u est strictement positif. On pose
V = {(u,v) € R?, v> —4u > 0}. 11 s’agit de ’extérieur de la parabole d’équation
2
v —4u = 0.
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Soit (u,v) € V. On note x et y les racines (distinctes) du trindbme précédent, x
étant la plus grande, ce qui entraine que (u, v) = ¢(x, y). On en déduit que ¢ est

une bijection de U sur V. Le jacobien de ¢ en (x, y) est égal a ))1) )lc =y—x <0.

Il ne s’annule pas sur U, donc ¢ est un €' difféomorphisme de U sur V.

2.Onpose g = f o¢ ', de sorte que g est de classe € sur V si et seulement si
f est de classe €' sur U. On a alors f(x,y) = g(xy,x + y). Par la formule de
dérivation d’une composée, on obtient pour (x,y) € U,

of _ 0 98
x (x,y) = yau(xy,x+y)+ av(xy,xw)
of _ 08 98
By (x,y) = xau(xy,X+y)+ av(xy,3€+y)
e P Jg PN
L’équation (x) équivaut a (y — x)a—u +3(x —y)g =0,d’ou e 3g.

3. On résout I’équation ci-dessus a v fixé : il existe un réel A(v) tel que pour tout
réel u tel que (u,v) € V,ona g(u,v) = A(v)e*. Pour montrer que A est bien de
classe €', on écrit la relation précédente pour u = —1 (ce qui permet d’obtenir
toutes les valeurs de v - voir dessin ci-dessus), ce qui donne, pour tout v € R,
g(—=1Lv) = A(v)e_3, c’est-a-dire A(v) = g(—1, v)e3. La fonction A est donc ¢
sur R. On en déduit que les solutions de (x) sont les fonctions de la forme

(x,y) — A(x + y)e*™ ou A décrit €' (R, R) .

14.1.5 Fonctions numériques de classe %"

@ (e qu'il faut savoir

Soit U un ouvert de R” et soit f une application de classe ' de U dans R.

af af

e Soit a un point de U, le vecteur grad f, = (a(a), R W(a)) est appelé
1 P

gradient de f au point a.
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e Un point a de U est appelé point critique de f lorsque le gradient de f au
point a est nul.

e Si f présente un extremum (minimum ou maximum) local en un point a de
I’ouvert U, alors a est un point critique de f. La réciproque est fausse (voir
exercice 14.9).

Exercice 14.9

CCP PSI 2007
Soit g la fonction définie sur R? par g(x, y) = x> + 3x%y + y°.

0 0
1. Existe-t-il des points pour lesquels a—g(x, y)=0et 8—g(x, y)=07?
x y

2. La fonction g possede-t-elle des extremums locaux ? (on calculera g(x, x))

0 0 0
1. Ona —g(x, y) = 3x%+6xy et —g(x, y) = 3x%+3y?. La dérivée partielle g8 s’an-
0x dy Jy

0
nule uniquement en (0, 0), et 8_g(0’ 0) = 0, donc (0, 0) est le seul point critique
X
de g.

2. Si g présente un extremum local en un point, alors celui-ci est un point critique,
donc ne peut étre que (0,0), or g(0,0) = O et g(x,x) = 5x3, qui est du méme
signe que x, donc g n’a pas d’extremum local a 1’origine, donc elle n’en a nulle
part.

Exercice 14.10

Centrale PC 2006
Soit K = {(x,y) € R? | x* + y* < 16}. On pose pour (x,y) € K,

fl,y)=v/x2+y2+x* 3.

1. Justifier I’existence d’un minimum et d’un maximum de f sur K.
2. En quels points sont-ils atteints ?

3. Ilustrer vos résultats avec un logiciel de calcul formel.

1. L’ensemble K est un disque fermé, donc une partie compacte de R>. La fonction
f est continue sur K, donc est bornée et atteint ses bornes.

2. La fonction f est de classe €' sur le disque ouvert privé de I’origine, que I’on
notera U. On cherche d’abord ses points critiques dans U :

y

of B X af B
Onaax(x,y)— \/m+2xet 8y(x,y)—i\/)ﬁyz.
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X
Si (x, y) est un point critique, alors y = 0 puis |—| +2x = 0. Six > 0, on obtient
X

1+ 2x = 0 ce qui est impossible, et si x < 0 on obtient —1 + 2x = 0, ce qui
est également impossible. Il n’y a aucun point critique dans U. Il en résulte que f
atteint ses bornes en (0, 0) ou sur le cercle fronti¢re de K. Si (x,y) € K \ {(0,0)},
alors f(x,y) > —3 = f(0,0), donc le minimum absolu de f est atteint a I’ori-
gine, et il est strict.

Le maximum est atteint sur le cercle d’équation x> + y*> = 16, sur lequel on a
f(x,y) = 1 +x°. Le maximum est atteint lorsque x = 44, donc y = 0, et il vaut
17.

3. On trace la surface a I’aide de Maple :

with(plots):
plot3d(sqrt(x~2+y~2)+x"2-3,x=-4. .4,y=-4. .4);

ou, avec Mathematica :

Plot3D[Sqrt[x"2+y~2]+x~2-3,{x,-4,4},{y,-4,4},
RegionPlot->Function[{x,y,z},x"2+y"2<=16]]

14.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 14.11

CCP PC 2007
o xn
On pose f(x,y) = .
pose fr. ) =3

1. Montrer que ’ensemble de définition de f est D = {(x,y) € R?, |y| > |x|}.

2. Justifier que D est un ouvert.

+o0 n
3. Pourt €]—1, 1[,onpose ¢(t) = Z T Montrer que ¢ est de classe %
n=0

sur | —1, 1[.
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4. Montrer que f estde classe €' sur D. Exprimer ses dérivées partielles 2 1’aide
de ¢’.

n

1. On pose u,(x,y) = .
X"+ yn

¢ Six =y, alors u,(x,y) = 1/2 donc la série Z u,(x,y) diverge.

e Six = —y, alors u,(x, y) n’est pas défini pour n impair.

e Si |x| > |y|, alors la suite u,(x,y) tend vers 1, et donc la série Zun(x,y)
diverge.
oSilx| <y

X .
,alors |u,(x,y)| ~ |=|",lasérie g u,(x, y) converge absolument
n—oo y

donc converge. On en déduit que D = {(x,y) € R? | |y| > |x|}.

2. L’ensemble D est symétrique par rapport aux deux axes Ox et Oy. On va donc se
limiter a montrer que DN ]0, +00 [? est un ouvert.
Soit (xg, yo) € D, avec xo > 0 et yp > 0. La distance de ce point a la droite y = x
X0 — . .
est égale a rg = %. On en déduit que le disque de centre (xg, yo) et de
rayon ry est inclus dans D, donc DN ]0, +oo [2 est un ouvert, et D également.
n

3. On pose, pour t €] -1, 1[, f,(t) = La fonction f; est de classe & et

1 1+ 1
, nt"~ . , na"~
1) = ———. Soit 0,1[.OnaVt — N € ——= = a,.
fn(; (1+f")2 o1 aE] ’ [ na € [ a,a], ‘fn( )‘ (1 _an)2 a
or 2L ., 4, donc la regle de d’Alembert entraine la convergence de la
an n—oo

série g a,, et donc la série g f, converge normalement sur [ —a, a ] . Comme

la série g fn converge simplement sur ]—1, 1[ (car || < 1), on en déduit
par théoréme sur les séries de fonctions que ¢ est de classe ' sur ] —1, 1] et
e & n—1
nt
(1) = '(t) = —_—.
20 n§:0 f10) n§:1 iy

4. On observe que pour tout (x,y) € D, f(x,y) = ¢ (x> On en déduit que f est
Yy

declasse‘glsurD,ainsiquea—f(x,y):lgo’ ad eta—f(x,y):—igo/ ).
Ox y o \y/ Oy 2

y y
Exercice 14.12

Centrale PSI 2005
Soit E = .#,(R) et f : E — E définie par f(M) = M>. Montrer que f est de
classe €' et calculer sa différentielle.
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Les coefficients de M> sont des polyndmes par rapport aux coefficients de M, donc
f est de classe €' sur E. Pour calculer sa différentielle au point M, plutdt que
de chercher les dérivées partielles de f par rapport aux n” variables de M, on va
déterminer un endomorphisme ¢ de E tel que pour tout H au voisinage de 0, on a
f(M +H)= f(M)+{(H)+o(]|H||). On aura alors ¢ = df(M).

Ona(M+H)? =M>+M*H+MHM+HM?+H*M+HMH +MH* + H>.
On remarque que 1’application H — M>H + MHM + HM? est linéaire.

On munit E d’une norme subordonnée, pour laquelle | AB|| < ||A|| || B]| pour toutes
matrices A et B. On obtient alors

|H*M + HMH + MH* + H*|| < (3||M|| + || H||) |H|*.
Cette expression est négligeable devant || H ||. Il en résulte que

VM e E,VH € E, df(M)(H)= M?>H + MHM + HM? .

Exercice 14.13

CCP PC 2007
Soit & 1’espace vectoriel des fonctions de classe €>° de R? vers R et a un
0 0
nombre réel donné. Pour f € &, on pose Q,(f) = a—f +a a—f .
X y

1) Démontrer que (), est un endomorphisme de &.

2) Soit f dans &. Etablir I’existence d’une unique application F de & véri-
fiant V(x,y) € R? , f(x,y) = F(x,y — ax). Exprimer les dérivées partielles
premiéres de F en fonction de celles de f. En déduire le noyau de (),,.

3) Déterminer le noyau de €}, o {},.

0 0
1) Quel que soit f € &, les dérivées partielles 8_f et 8_f sont dans &, donc ,(f)
X y
également, et (), est une application de & dans &. Alors, en utilisant la linéarité des
dérivations partielles, on vérifie que, quels que soient A dans R, f et g dans &, on a

Q.Af +g) = A0 (f) + Qu(g), ce qui montre que ), est une application linéaire.

2) e Considérons 1’application linéaire ¢ de R? dans lui-méme qui a (x, y) associe
(x,y — ax). Si (u,v) appartient a R?, alors I’équation ¢(x,y) = (u,v) a comme
unique solution (x,y) = (u,au + v), et donc ¢ est bijective. Posons y = ¢~ . La
propriété ¥(x,y) € R%, f(x,y) = F(x,y — ax) est équivalente & f = F o ¢ puis a
F = f o 4. 1l existe donc bien une application F et une seule vérifiant la propriété
demandée.

o L’application ¢ étant linéaire est une application 4> de R* dans R>. Alors la com-
posée f o ¢ est une application de classe €°° de R* dans R. De plus, on obtient les
dérivées partielles de F :

OF _0f  Ox 9f @_3_1‘01/,”2_];090.

R — 0o — 4+ —
ou  Ox Oou 0Oy ou  Ox
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OF df 9x O9f dy Of
= + -0 =_—"o0

— = oy — - = .
v Ox ov Jdy dv 0Oy
OF
e D’apres ce qui précede, Q,(f)o ¢ = £ Dire que f appartient a Ker (), équi-
u
OF
vaut donc a dire que o = 0, c’est-a-dire a F(u,v) = A(v), ou A appartient a
u

(R, R).
Conclusion : KerQ, = {(x,y) — A(y —ax)| A € €°[R,R)}.
2

F F
3) De larelation Q,(f)oy = ?9_ on déduit Q(f)oy = (?9? Donc f appartient
u

2
a Ker Q2 si et seulement si

C sont de classe €.
Conclusion : Ker Q2 = {(x,y) — xB(y —ax)+C(y —ax) | (B,C) € €*(R,R)*}.

Exercice 14.14

2 = 0, c’est-a-dire F(u,v) = B(v)u + C(v) ou B et
u

TPE PC 2005
Soient U = {(u,v) € R* u —v > 0}et¢p : U — R? définie par
du,v) = > + v, u + v). Montrer que ¢ est un €' difféomorphisme de

U sur un ouvert V a déterminer.

2u 2v

L application ¢ est de classe €' sur ’ouvert U et son jacobien est égal a 1

bl

c’est-a-dire 2(# — v) qui est strictement positif sur U.

Soient (u,v) € U et (u’,v") € U tels que ¢(u,v) = ¢p(u’,v'). Alorsu —u’ =v' — v
etu —u? = v'> —v2. Siu # u', alors v # v/, donc on obtient en divisant la
deuxiéme relation par la premiére que u +u’ = v +v’. Il reste 4 ajouter a la premiere
pour obtenir que u = v’, ce qui entraine v = u’, mais u > v, d’ou v’ > u’, ce qui
est absurde. Finalement, (u,v) = (u’,v’), d’ou ¢ est injective. Par caractérisation
des difféomorphismes, on en déduit que ¢ est un €' difféomorphisme de U sur
V =¢WU)={u+v’,u+v), u—v>0}.

Soit (x,y) € R2. Le couple (x,y) appartient a V si et seulement si il existe
x =u’+v?

y=u+v

En élevant au carré la deuxiéme et en soustrayant, on obtient le systeme équivalent :

(u,v)Ethelqueu >vet{

1
= —(y? — . ) 1
uv 2(y x) , donc u et v sont racines du trindme X> — yX + —(y* — x). La
u+v=y 2
condition cherchée est que ce trindme admette deux racines réelles distinctes (u sera
la plus grande), donc que son discriminant soit strictement positif. On en déduit que
V = {(x,y) € R? 2x — y> > 0}. Il s’agit de I'intérieur de la parabole d’équation
y* = 2x, voir dessin ci-apres.
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Exercice 14.15

Mines-Ponts PSI 2005
Soient f : R — R de classe 4> et g la fonction définie sur (R*)* par

2 2 82 62
g(x,y) = f ( 428

—+
Ty ) Déterminer les fonctions f telles que —— + — = 0.
0x?> Oy

La fonction g est de classe € sur (Rj)2 par théoremes généraux. On dérive :

8 2 2+ 2 8 2 2 2+ 2
_g(xay):_xf/ z Y ) —g(X,)’):y 2'x f/ z Y
Ox y dy y

y Yy
2 4x2 2,2 2 2,42
08 (¢ yy = 2 pr (220 2 (22
Ox? y? y y y
2
%(xJ’): yz_xz f// x2+y2 +2i2f/ x2+y2
dy? y? y y? y
242 )
On pose t = , qui décrit 10, +o0o [ quand (x, y) décrit (R})".
Y, . L . a2g azg P N " ’
L’équation aux dérivées partielles ﬁ-'-ﬁ = 0 équivautaVr > 0, tf"()+2f'(t) = 0.
X Yy

La fonction f’ est solution d’une équation linéaire du premier ordre, qui se résout
en f'(t) = A;/t>. En intégrant, on en déduit que les solutions du probleme sont les

. A
fonctions f de la forme ¢ — n + B, ou A et B sont des constantes réelles.

Exercice 14.16

CCP PC 2007
Soit ¢ définie sur U =]0, +oo [ xR par ¢(x, y) = (x,y/x).
1. Montrer que ¢ définit un € difféomorphisme de U sur U.
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2. Soit f € %2(U,R). Montrer qu’il existe une unique fonction g : (u, v) — g(u, v)
de classe € sur U telle que f = g o ¢.

3. Démontrer que, pour tout (u,v) € U,ona:

2f aZf
Oxdy

20°f
Oy?
2 2

o f o f 0*f
a2 2 ey +° Dy?

(u v) =

(u uv) + 2v

(u,uv)+v (u,uv) .

4. Trouver les fonctions f € €*(U, R) vérifiant : x> =0.

1. Soit ¢ : U — U défini par (u, v) = (u,uv). Les fonctions ¢ et ¢ sont de classe
€?surU, ety op = ¢ oy = Idy, donc ¢ est un € difféomorphisme de U sur
lui-méme, dont le difféomorphisme réciproque est .

2. Larelation f = g o ¢ est équivalente a g = f o i, etsi f est de classe € sur U,
alors g également en tant que composée de deux applications de classe €.

3. D’apres la question précédente, g(u, v) = f(u,uv) pour tout (u,v) € U2

On dérive cette relation par rapport a u : %(u, v) = a—f(u, uv)+v8—f(u, uv). On
ou Ox dy
recommence :
2 2 2 2 2
a—‘g(u,v) - %(u,uv)+vaigx(u,uv)+vaigy(u,uv)+v227€(u,uv)
0 f o? L0 f
= 2 hait
axz(u,uv)+ vaxay(u,uv)+v 8yz(u,uv)

par théoreme de Schwarz.

4. En multipliant la relation précédente par %, on obtient en posant (x, y) = ¢(u, v),

&g O’ f O’ f >’f

égalité u? —> = x*—= +2x +y?

¢ our 7 ax2 T P axay T 9y

La fonction f est solution de I’équation proposée si et seulement si la fonction
2

g = f o i satisfait a la relation 98 — 0dans U , ce qui équivaut a I’existence

ou?
d’une fonction A de R dans R telle que V(u, v) € U, %(u, v) = A(v).
En intégrant, cela revient a I’existence de deux fonctions A et B de R dans R telles
que V(u,v) € U, g(u,v) = A(v)u + B(v).
En particulier, g(1,v) = A(v) + B(v) et g(2,v) = 2A(v) + B(v) ce qui donne
A(w) = g2,v) — g(1,v) et B(v) = 2g(1,v) — g(2,v). On en déduit que A et B
sont de classe ¢ sur R. Finalement, les solutions sont de la forme

flx,y)=A(y/x)x + B(y/x) .

ol A et B décrivent 2 €%(R, R).
N.B. On aurait également pu résoudre cette équation en passant en polaires, c’est-
a-dire a I’aide du changement de variables (x = r cos #, y = r sin ).
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Exercice 14.17

CCP PC 2007

Soient & un réel et E 1’ensemble des fonctions f : R*? — R de classe € vérifiant
I’équation aux dérivées partielles
0? 0?
f 2

axr o oyr
1. Montrer que la fonction ¢ : (x,y) — (2x + y,2x — y) est un ¢ difféomor-

phisme de R? sur R,

2. Soit f : R? — R de classe 2. Montrer que f appartient a E si et seulement
2

Budu = % En déduire ’ensemble E.

3. Soit ¥ : R — R de classe €' et @ > 0. Déterminer une condition néces-
saire et suffisante sur A et a pour que la fonction f définie sur R* par
X 2 2

flx,y) = Ylat +y)dt + A (xz — %) appartienne a E quelle que soit

si la fonction g = f o ¢~ ! vérifie

—X

la fonction .

1. Lapplication ¢ est linéaire de déterminant égal a = —4 donc est un

2 -1

isomorphisme de R? sur R?, donc un ¢ difféomorphisme de R? sur lui-méme.

|

2. La relation g = f o ¢~ ! équivaut & f = g o ¢, donc f est de classe G
si et seulement si g ’est. On pose f(x,y) = g(2x + y,2x — y), et on écrit
(u =2x +y, v ="2x —y). Les dérivées partielles de f sont évaluées en (x,y)

et celles de g en (u,v), ce qu’on ne précisera pas afin d’alléger les notations.
0f _,98 ,,08 Of 08 ¢
x ou “ov 0y Ou Ov
82f 0? g 0’g 0’g 82g
ox? u 202 Ou )+2§20 01}2 ) Your B auon T ou?
f 0°g Jg 0 0%g

D — == — —= Al E 1 =

e méme, a2~ o 0y + ERCh insi, f € E équivaut a 68 % o

0
c’est-a-dire qu’il existe A| € (51(R2, R) telle que 8—g 1—614 + A1(v),
v

ce qui équivaut a I’ existence de deux fonctions A et B dans €*(R?, R) telles que

Y(u,v) € ]R2 g(u,v) = 1—6uv + A(u) + B(v). Finalement,

E={(xy)— %(4x — )+ AQx +y)+ BQx — y), A, B € €X(R%,R)} .

2 2
—20%¢ s 408

3. Le changement de variable u = at + y donne

1 ax+y 2 y2
f(x,y)——/ lﬂ(u)du”l(———) -
a 16

—ax+y 4
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On en déduit que f est de classe €' (intégrale fonction de ses bornes), et

Wy = lax+y)+pax+ AL
X 2
0 1 1
Ten = gy - gaxen -2
y a a 8
Comme ¢ est de classe € ! f est aussi de classe (52, et en dérivant :
82f ! / /\
W(x,y) = ay (GX+y)—a¢(—GX+y)+§
0? 1, 1, A
Sl = Wy Paxen -4
y a a 8

Par conséquent,

o*f o’ f (

4
@(% y) — 48—)72()6’ y=\a-— —> (l,b'(ax +y) — ¢ (—ax + Y)) + A

a

On en déduit que f € E pour tout choix de ¢ si et seulement si A = «a et

4
a——=0,dolta = 2.
a

Exercice 14.18

CCP PC 2007

eiz _ e—iz
2i

sur R? par f(x,y) = |sin(x +iy)[*. Soit D’ = {(x,y) € R*|x* +y> < 1}.

1) Montrer que f admet sur D’ un maximum et un minimum. Déterminer la

valeur du minimum de f sur D'.

2) Montrer que pour tout couple (x, y) € R?, on a I’égalité

Pourtout z € C, on pose sinz = , et on considere la fonction f définie

1
f(x,y) = 7(ch2y) — cos(2x)).

3) Soit D = {(x,y) € R*|x*+y* < 1}.

3.a Déterminer les points critiques de f sur D.

2.b Montrer qu’il existe 8y € R tel que ( m)axD f(x,y) = f(cosby,sin b)) .
x,y)eD’

4) Soit la fonction g définie sur R par g(6) = f(cos 0, sin 6).
4.a Vérifier que pour toutz € R*, onashz > r et sint < z.
4.b Montrer que g est croissante sur [0, 7/2].

4.c En déduire la valeur du maximum de f sur D’.

1) Comme f est une fonction continue sur D’ qui est un ensemble fermé borné, alors
f est bornée sur D’ et y atteint ses bornes. De plus, pour tout couple (x, y) € D', on
a f(x,y) = 0= f(0,0). Donc f atteint son minimum en (0, 0) et ce minimum est
nul.
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| RN ; 1 , _ .
2)On a sin(x +iy) = ?(e”‘_y —e Yy = T((e_) —e’)cosx+i(e’+e”)sinx).
i i

1
Donc f(x,y) = Z((e_y —e")cos’x + (e +e¥)?sin’ x) . En développant, il vient
1 1
f&dﬁzZ@_”+¥y—2w§x+2ﬁﬁx):5@M%O—cm@ﬂy

0 0
3.a On cherche les points (x, y) de D tels que 8—f(x, y) = a—f(x, y) = 0, c’est-
X y
a-dire sin(2x) = sh(2y) = 0, ou encore x = k7 /2 avec k € Z et y = 0. Comme
/2 > 1, 1a seule solution dans D est le point (0, 0).

3.b Si f atteignait son maximum en un point (xo, yo) de D, ce serait un point critique
de f. Mais le seul point critique de f dans D est le point (0,0) ou f atteint son
minimum. Il en résulte que le maximum est atteint au bord de D’, donc sur le cercle
de centre (0, 0) et de rayon 1. Il existe alors 6y tel que (xg, yp) = (cos 6o, sin ).

4.a On peut démontrer les inégalités proposées de diverses manieres : en étudiant
les variations des fonctions t +— sht — f et t +— ¢t — sin¢, en utilisant le théoréme
des accroissements finis pour les fonctions sinus et sinus hyperbolique, ou encore en
utilisant la convexité.

4.b La fonction g est dérivable sur R et g’(§) = cos 6 sh(2 sin §) — sin 6 sin(2 cos 6).
Sur [0, /2], on a sinf > 0O et donc sh(2sinf) > 2sinfh. On a également
cos @ > 0, donc sin(2 cos #) < 2cos 6.

On en déduit que g'(§) > 2sinfcos® — 2sinfcos® = 0. La fonction g est donc
croissante sur [0, 7/2]

4.c La fonction g est 27 —périodique et paire. De plus g(7 — ) = g(0). Il en résulte

ch2 —1
que uggg;,f(x y) lﬁggg( ) 063}3§2]g( )= g(m/2) 5

Exercice 14.19

CCP PC 2005, Centrale PC 2005

Int
1) Montrer que la fonction ¢ définie par ¢(t) = ; 1 I se prolonge en une fonc-

tion @ de classe € sur 10, 400 [ et donner les valeurs de @(1) et &'(1).
dt
(T +x)(1+yr)”
2.a Montrer que /(x, y) est une intégrale convergente.
2.b Pour x > 0, calculer I(x, x).
2.c Pour x et y distincts dans R}, montrer qu’il existe deux réels a et b tels que

+00
2) Pour x et y dans R}, on pose I(x,y) = /
0

1 b
(1 +x1)(1 + y1) =1 fxt + T+t En déduire la valeur de /(x, y) en fonction
de x etde y.
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3) Démontrer que la fonction I est de classe € sur (RI)Z. Pourx > 0ety > 0,

ol
quelle est la valeur de a—(x, y)?
X

1) On remarque tout d’abord que, pour ¢ # 1, ¢(t) est le taux de variation de la
fonction f : t + Int entre 1 et ¢ et a pour limite f'(1) = 1 quand ¢ tend vers 1.
Donc on peut prolonger ¢ en une fonction ¢ continue en 1. On aura alors (1) = 1.
La fonction ¢ est de classe €°° sur les intervalles ]0, 1[ et ]1, +oo[ comme
quotient de fonctions de classe €.

Etudions @ dans I’ensemble ]0, 2[. L’application u — 1 — u étant une bijection
de ]—1,1[ sur ]0, 2[, on peut considérer la fonction 4 définie sur ]—1, 1[

par ¢(u) = @(1 — u). En utilisant le développement en série entiere dans I’in-

tervalle ]|—1, 1[ de la fonction u +— —1In(1 — u). Pour u €]—1, 1[, on a
+0o0 l,t” +00 I,tn

—In(1 —u) = Z PR etdonc ¢Y(u) = Z m— lorsque u est non nul, mais aussi

n=1 n=0
pour u = 0 car (0) = 1. Il en résulte que ¢ est de classe € sur ] —1, 1[, et donc
que @ : t — (1 —t)estde classe € sur ]0, 2.
Finalement  est de classe € sur ]0, +oo[. De plus &'(1) = —¢'(0) = —1/2.
1

2.aPourx et ydans R¥, ona ~
Ty + (1 +x0)(1 + y1) 1—100 xy12

> (0, et comme I'intégrale

+00
/1 7 converge, il en résulte que 1’intégrale I(x, y) converge.

A dr -1 1" 1
2.b On obtient I(x,x) = lim —— = lm |——| =—.
a—+oo Jo (L4+x1)?  A—+oo [x(1+x1)], x

2.c Soient x et y distincts dans R7. Par réduction au méme dénominateur, on obtient

1 by 1 y 1
, toutr > 0, = _ D
due. pourtot ona A+x)A+yt) x—yl+xt x—yl+yt one
A
dt
I(x,y) = lim / —_
A—+oo Jo (1 +xt)(1 + yt)
1 1 A
= lim [ In(1 + xt) — In(1 + yt)
A—+o0 | X — Y X =Yy 0
1 —
—  lim pitAr_ 1 x_Inx-lny
Astocox —y 1+Ay x—y 'y xX—y
3) On peut exprimer I(x,y) en fonction de @. En effet, lorsque x # 7y, on a
1
I(x,y) = —& ad , et cette formule est encore vraie lorsque x = y puisque
y
®(1) = 1. Donc I est obtenue par composition et produit de fonctions € sur

(R*)?. Elle est donc € sur (R})?, et I’on obtient

ol L, (x
a(xv)’)—yéo <y>
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On peut expliciter le résultat obtenu :

(x —y)1 —(nx —Iny)

oI — Six #£y

G (-

X 1 .
—27)62 S1x =Yy

14.3 EXERCICES D'APPROFONDISSEMENT

Exercice 14.20

Mines-Ponts PSI 2005K

Soient £k €]0, 1[ et f une fonction de classe %' de R dans R telle que
Vx € R, |f'(x)] < k. Soit g I'application de R*> dans R> définie par
g(x,y) = (x + f(y),y + f(x)). Montrer que g est un €' difféomorphisme
de R? sur R>.

'
flo 1
estégal a1 — f'(x) f'(y). Cette expression est supérieure ou égale 2 1 — k2, donc ne
s’annule pas.
Montrons que g est bijective. Soit (X,Y) € R?, on cherche a résoudre le systéme
{ X=x+f(y)
Y=y+fx)

Ce systéme est équivalent au systeéme {

La fonction g est de classe €' sur R?, et son jacobien est égal a , qui

, dont les inconnues sont x et y.

x+ f(Y - fx)=X

y=Y—-f(x)

Pour montrer que la premiere équation admet une solution unique, on étudie la
fonction ¢ : t — t + f(Y — f(¢)). Cette fonction est de classe &' sur R et
o' t)=1— f' @) f'(Y — f(1)), donc ¢'(r) > 1 — k* > 0 pour tout réel ¢, donc ¢ est
strictement croissante.

Pour tout ¢ > 0, on integre cette inégalité de 0 a ¢, ce qui donne ¢(¢#)—¢(0) > (1 —kz)t,

donc lim ¢(f) = +oo. Pour tout + < 0, on intégre de r a 0, ce qui donne
t—+00
e(0) — o(t) > —(1 — k»t, donc  lim ¢(t) = —oo. En conséquence, ¢ est une
t——00

bijection de R sur R, donc il existe un unique réel x tel que ¢(x) = X. Le sys-
téme proposé admet une unique solution, donc g est bijective, c’est donc un %
difféomorphisme de R? sur R

Exercice 14.21

Centrale PC 2007 K
e Soit g : R> » Rdeclasse €', et F : x — / g(t,x)dt. Montrer que F estde
0

classe €' et exprimer F’ en fonction de g et de ses dérivées.



Q) Chap. 14. Calcul différentiel

y
Indication de la rédaction : s’intéresser a la fonction (x, y) — / g(t,x)dt.
0

e Question de la rédaction : Soit f : R — R continue, et n € N*. On pose

X —t n—1
F(x) = / f (t)ozi) dt. Démontrer que F est de classe € sur R, que
0 n—

1!
F®(0) = 0 pour tout k compris entre O et n — 1, et que F™ = f.

y
¢ On pose, pour tout (x,y) € R?, Gx,y) = / g(t,x)dt.
0

. . 0 .
— Soit @ > 0. La fonction g est €' sur R?, donc 8_g est bornée sur le compact
X

0
[—a, a]? donc IM > 0, Y(t,x) € [—a, al?, la—g(t,x)\ < M. La constante M
X
est intégrable sur [0, y ], donc par théoreme sur les intégrales a parametre (avec
hypothéses de domination locale), G admet une dérivée partielle par rapport a x sur

2 2 0G ¥ Og .
tout pavé [ —a, a ]~ donc sur R-, et 8—(x, y) = / a—(t,x)dt. Cette fonction est
X 0 X

continue sur R>.

— En tant qu’intégrale fonction de sa borne supérieure, G admet une dérivée par-

tielle par rapport a y et (x,y) = g(y,x). Cette fonction est continue sur R2.

dy
Finalement, on a bien montré que G est de classe &' sur R?.
— Etant donné que F(x) = G(x,x), la fonction F est de classe &' sur R, et

a6 2G P
Fio) = 520+ 5 ) = g(x,x>+/ 98 (1, x)dt.
X y 0 Ox

AL
e On considere la fonction g : (£,x) — f (t)(x k’ ) , ol k € N*. Cette fonction
: T PN ) o
est continue et admet une dérivée partielle par rapport a x, égale a f (I)W’

également continue sur R?. L’existence de la dérivée partielle de g par rapport a la
variable t n’intervient pas dans la premiere question, donc on peut appliquer le résul-
(x _ t)k 1
- D!
En particulier, g’(0) = 0. En itérant le processus a partir de k = n — 1 et jusqu’a
(X _ )n 1
— D!

— 1
¢! sur Ret que FP(x) = / f(t)u dt pour tout p € [[1,n — 1]
0 (n—p-—D!

X
En particulier, F"~D(x) = / f(t)dt, donc F est de classe €" sur Ret F™ = f.
0

tat qui précede, et on obtient que g est de classe €' et g’(x) = / f@ ) dr.

k = 1, on en déduit que la fonction F : x +— / f(t) dt est de classe
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Finalement, on a trouvé une expression a I’aide d’une seule intégrale de 1’unique
primitive n'*™ de f dont toutes les dérivées d’ordre < n—1 s’annulent en 0, ce qu’on
pouvait également obtenir en appliquant la formule de Taylor avec reste intégral a
cette fonction.

Exercice 14.22

Centrale PSI 2005 K
Soit f € €'(R",R") telle que £(0) = 0. On suppose df(0) diagonalisable sur
R a valeurs propres dans ] —1, 1[.

1. Montrer qu’il existe A € [0, 1 [ etune norme || .|| sur R" tels que :
Vx € R", [[df O)@)[| < Aflx| .

2. Montrer qu’il existe un voisinage V de 0 dans R" tel que pour tout x € V, la
suite (xg)ren définie par : xg = x et Vk € N, x;.1 = f(x) converge vers 0.

1. Soit Z = (ey,...,€,) une base de vecteurs propres de df(0). On a donc
df(0)e;) = Aje;, avec A; €]—1,1[ pour tout j € [[1,n]. On pose

A= max |Aj[, ona A € [0,1[. Soit x € R”, il se décompose sous la

n
forme Zujsj. On pose alors ||x|| = sup |u;|. D’aprés le cours, on obtient

= 1<j<n

ainsi une norme sur R"” (norme infinie dans la base %). Avec les mémes notations,
n

on obtient df (0)(x) = > _u;A;;, d’ol

j=1

df(0)x)|| = sup |ujA;| < Allx].
1<j<n

2. On écrit la différentielle de f a I’origine : il existe un voisinage W de O tel que
Vx € W, f(x) =df(0)(x)+ ||x||e(x), ot lin}) e(x) = 0.

1—A
Il existe un réel r > 0 tel que B(0,r) C W etVx € B(0,r), |le(x)| < —
1—-A
On pose V = B(0,r), de sorte que Vx € V, || f(x)| < ||[df(O)(x)] + ||x]| 5
+A

D’apres la question 1, || f(x)|| < ||lx]| < ||x||. Par conséquent, || f(x)|| < r,

donc f(x) € V. Le voisinage V est stable par f. On en déduit par récurrence que

k
1+A 1+A
Vk € N, x; € Vet |[xi| < 7 lxe—1]] < (T) ||xo]]-

A
Or0 < 5 < 1, donc la suite (x;) converge vers 0.
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Exercice 14.23

Centrale PSI 2007 K
Soit g : R — R continue et bornée. On pose, pour x € Retr € R},

1 +00 ees?
flx,t) = W/_oo g(s)e ds .

0
Montrer que f est de classe > sur R x R* et qu’elle vérifie a—{ = 5o

. , . _ﬂ . .
Soit & : R — R définie par h(x,t,s) = g(s)e” 2 . La fonction h est conti-
nue sur R* et admet des dérivées partielles a tout ordre par rapport aux variables

oh —5)?
x et r, également continues sur R>. On a E(x,t,s) = (x2t2S) h(x,t,s) et
oh — 0*h 1 —5)?
o) = —xt—sh(x,t,s) el 5 1,5) = (—; L& tzs) ) h(x,1,s).

On note M un majorant de |g(s)| sur R. Soient a, b, ¢ trois réels strictement positifs
telsque b < c.Onpose P = [—a, a] x [b, c] x R. Soit (x,¢,s5) € P.

(x—s)z _ (s—a)z

Soits >a.Onas —x >s—a >0,donce” 2 <e 2 .

. _a=s? _ Gta)”
Soits < —a.Onax —s > —a—s >0,donce 7 <Le 2 .

. 7():—1‘)2
Soits € [—a,a].Ona e 2 < 1.

s
Soit ¢ : R — R la fonction définie par : ¢(s) = ¢ 1si —a <

La fonction ¢ est continue et intégrable sur R, car négligeable devant s ~2 au voisi-
nage de +oo. De plus V(x,,s) € P, |h(x,t,5)] < Mg(s).
+00
On pose fi(x,t) = / h(x,t,s)ds. D’apres un théoreme sur les intégrables a
—o0
parametre (avec hypothéses de domination locale), f; est continue sur R x R}.
De méme, |x — s| < |s| + |x| < |s| + a, donc pour (x, 7, s) appartenant 2 P,on a :

Oh (|s| +a)? B
|E(x,t,s)| < TMGD(S) = ¢i(s)

oh
|a(xatas)| < |S|+a

Me(s) = @a(s)

2 1 2
1 (sl+a

0°h .

P relC R A
Les fonctions ¢, ¢», ¢3 sont continues et intégrables sur R (négligeables a I’infini
devant s ~2), donc on dispose des hypothéses de domination locale pour appliquer le
théoréme de dérivation d’une intégrale a parametre. Le principe est le méme pour

> Me(s) = @3(s)
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les autres dérivées partielles secondes, on en déduit donc que f; est de classe € sur
R x R}, et qu’on peut dériver "sous le signe intégral". Comme la fonction racine
carrée est de classe €7 sur R}, on conclut que f est également de classe €*. En
calculant les dérivées partielles, on obtient :

8f 1 B 6 _ +00 (X— )2
O’ f O f O M(x—s5)? 1
\/Eaxz x,t) = Ox 21 [)_/_OO < 12 —;> h(x,t,s)ds .

d’otl
of 10*f [ a= 1 (=) 1 B
<_"7> (x”)_/_oo <2r2¢2 i e +Mt>h(x”’s)ds_0

La fonction f est bien une solution sur R x R} de ’équation de la chaleur a une
dimension.

Exercice 14.24

Centrale PC 2005 K
Soienta €]0, 1[ et f définie par :

Ver,y) € B f(x,y) = (2 + 2axy + %) exp (—x = ) .

1. Montrer que f est de classe ¥"°° et donner ses points critiques.

2. Montrer que (0, 0) est un extremum local. Est-ce un minimum ou un maxi-
mum ? Est-il global ?

3. Montrer qu’on peut ramener I’étude des quatre autres points critiques a I’étude
de deux d’entre eux seulement.

4. Etude du point (1, 1).

5. Etude du point (1, —1).

1. Les fonctions (x, y) — x>+ 2axy + y* et (x,y) — x>+ y? sont € sur R? et
I’exponentielle est € sur R, donc par théorémes généraux, f est de classe €
sur R?. En dérivant par rapport a x et y, on obtient :

2, .2
8f(x y) = (2x+2ay—x(x +2axy+y ))exp( ol ;—y )
2, .2
g—f(x,y):(2ax+2y—y(x2+2axy+y2))exp (_x -;y )
y

x(x? + 2axy + y2) =2(x +ay)
y(x? +2axy + y?) = 2(ax + y)
On remarque que x est nul si et seulement si y est nul.

Les points critiques vérifient le systeme {
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Si x et y sont non nuls, alors x> + 2axy + y* = (x + ay)* + (1 — a*)y* > 0. En
divisant les deux équations, on obtient y(x + ay) = x(ax + y), d’ou x* = y?.
Six =y, alors 2x*(a + 1) = 2x(a + 1), d’ot x = +1.

Six = —y, alors 2x(1 —a) = 2x(1 —a), d’outx = +1.

En vérifiant dans le systéme, on obtient finalement les 5 points critiques suivants :

(070)7 (171)) (_17_1)7 (1)_1)7 (_1)1)

On visualise la surface d’équation z = f(x, y), ce qui permet de se faire une idée
géométrique de la nature des points critiques précédents. On utilise pour cela les
commandes suivantes avec Maple :

with(plots)

plot3d ((x"2+x*y+y~2) *exp(-x~2/2-y~2/2) ,x=-2..2,y=-2..2) ;

ou, avec Mathematica :

Plot3D[(x"2+x*y+y~2) *Exp [- (x~2+y~2) /2] ,{x,-2,2},{y,-2,2}]

(1

2. On sait que x>+ 2axy + y2 > 0 pour tout (x, y) # (0,0), or £(0,0) = 0, donc f
présente un minimum absolu strict en (0, 0).

3. La fonction f est paire, c’est-a-dire f(—x,—y) = f(x,y), ce qui permet de limi-
ter I’étude des points critiques a (1, 1) et (—1, 1).

4. 11 semble graphiquement y avoir un maximum local, et méme absolu, en (1, 1).

Pour le justifier, on peut remarquer que f(r cos 6, r sin §) = r2(1 +a sin 20)6_’2/ 2,

2 .
dou 0 < f(x,y) < 2r%e " /?avec r? = x> + y2, donc H hﬁn f(x,y)=0.
(x,y)||—=+o0
Par conséquent, il existe R > 0, que I’on choisit supérieur a 1, tel que

V(x,y) €R? x?+y* > R*=0< f(x,y) < 1/2f(1,1).

Le disque fermé D’ de centre (0, 0) et de rayon R est compact, donc f est bornée
et atteint ses bornes sur ce disque, sa borne supérieure est donc au moins égale a
f(1,1). On en déduit que f est bornée sur R? et atteint son maximum sur R? en
un point situé a I’intérieur de D’. Ce point est a fortiori un maximum local, donc
¢’est un point critique de £. Or f(1,1) = 2(1 +a)e et f(1,—1) =2(1 —a)e™ !,
d’ou f(1,1) > f(1,—1), ce qui prouve que f atteint son maximum absolu en
(1, 1) (ainsi qu’en (—1, —1) par parité).
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5. Il semble y avoir un col en (—1, 1). Pour le vérifier, on effectue un développement
limité de f au voisinage de (—1,1) en calculant f(—1+ x,1 + y) ou (x, y) est
proche de (0, 0), I’infiniment petit de référence étant x>+ y>. On indique les étapes

du calcul :
2-2 2+ 2axy +y?
f(=1+x,1+y)= i) +y+ T T VTY |~ law—y=a?/2-57/2
e 2 —2a
2-2 2+ 2axy + y?
2 —2a

On pose 6(x,y) = f(—1+x,1+y)— f(—1,1). On obtient apres calcul que :

)1+ x —y—xy+0(x2+y2))

8(x,y) = é((Za — Dx?+2xy +Qa — Dy* + o(x* + y?))

1
On en déduit que 8(rcosf,rsind) = —r*2a — 1 + sin20 + &(r)), avec
e

liII(l) e(r) = 0. Il existe donc > 0 tel que pour toutr €0, n[,

le(r)| < min(a, 1 — a).

On en déduit en prenant § = 77 /4 que :
1
Vr €10, n[, 8¢vV2,rV2) = ~Qa+e(r) > £ >0
e e
et en prenant § = — /4 que :

vrel0, [, 8(V2,—rv2) = é(Za—2+8(r))< ? <0

Cela montre que f ne présente pas d’extremum local en (—1, 1).

Exercice 14.25

Polytechnique, ENS PSI 2006 K

Soit f : R" — R" de classe ¢ telle que V(x,y) € R, || f(x)— fO) = [lx — v
1. Montrer que Y(x, h) € (R™)?, ||df.(h)| > ||A]|.

2. Démontrer que f est un difféomorphisme de R" sur f(R").

3. En admettant que les seules parties ouvertes et fermées de R" sont & et R",
montrer que f(R") = R".

fx+1th) — f(x)
t

tend vers d f(x)(h) quand

t tend vers 0. Par continuité de la norme, on obtient en faisant tendre ¢ vers 0
dans I’inégalité précédente que ||df (x)(h)|| = ||h||. Par conséquent, df(x) est un
endomorphisme injectif de R", donc un isomorphisme, donc son déterminant, qui
est le jacobien de f, ne s’annule pas.

1. Soient x,h € R", et t un réel > 0. Par hypothese,
S&x+th) — fx)
t

\ > [l

On sait que le taux d’accroissement
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2. L’énoncé implique que f est injective, car si f(x) = f(y), alors ||[x — y|| <0,
donc x = y. On peut alors appliquer la caractérisation des difféomorphismes, et
on obtient que f(R") est ouvert et que f est un difféomorphisme de R” sur son
image.

3. On montre a présent que f(R") est fermé.

Soit (yi)ren une suite de f(R") qui converge, soit y sa limite. Pour tout entier &,
il existe x; € R”" tel que yx = f(xx). Par hypothese, on a ||yx — y;|| = ||xx — x/||
pour tous entiers j et k. La suite (y;) converge, donc elle est de Cauchy. L’inéga-
lité ci-dessus entraine que la suite (x;) est également de Cauchy, donc ses suites
coordonnées sont de Cauchy, donc elles convergent, ce qui signifie que la suite
(xx) converge. En notant x sa limite, on déduit de la continuité de f que la suite
(f(xx)) converge vers f(x), d’ou y = f(x) par unicité de la limite. Finalement,
la limite de (y;) appartient a f(R").

Il en résulte que f(R") est une partie non vide de R”, ouverte et fermée, donc est
égale a R" compte tenu de la propriété admise, ce qui achéve de prouver que f
estun ¢ difféomorphisme de R” sur R".



Intégrales doubles

et curvilignes I

15.1 L'ESSENTIEL DU COURS ET EXERCICES D'ASSIMILATION
15.1.1 Intégrales doubles

@ (e qu'il faut savoir

e Formule de Fubini sur un rectangle : soit f une fonction continue sur
[a, b] X [c,d]. Alors

/ab </Cdf(x,y>dy> dx:/cd (/abﬂx,y)dx) dy.

e Soit Z le domaine 2 = {(x,y) € R’a < x < betg(x) <y < ¢2(x)} ot
a < b et ¢ et ¢, sont deux fonctions continues sur [a, b] telles que ¢; < @3
sur ]a, b[. Soit f une fonction continue sur & a valeurs réelles, on définit

b @2(x)
// f(x,y)dxdy:/ (/ f(x,y)dy) dx.
7 a @1(x)

e Soit Z le domaine Z = {(x,y) € R’c <y <detyi(y) < x < a(y)} ot
¢ < d et i et i, sont deux fonctions continues sur [c,d] telles que ¢ < ¥,
sur ]Jc, d[. Soit f une fonction continue sur & a valeurs réelles, on définit

d Ua(y)
// f(x,y)dxdyz/ </ f(x,y)dx) dy.
9 ¢ U1(y)

e Formule de Fubini sur un domaine simple : lorsqu’un domaine peut étre
décrit des deux facons précédentes, les deux intégrales sont égales.

Exercice 15.1

ICNA 2005
Soit %, le disque de centre O de rayon 1 et %, celui de centre (1,0) de rayon 1.

Onnote 7 = {(x,y) € €' N€?,y > 0}. Calculer I = // xydxdy.
9
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On commence par tracer le domaine d’intégration &. Le point d’intersection entre

1
les deux cercles dans le domaine y > 0 a pour coordonnées (5, 7).

On peut paramétrer le domaine & en balayant sur la coordonnée y (un balayage sur
x obligerait a découper en deux sous-domaines, 0 < x < 1/2et 1/2 < x < 1 pour
exprimer I’intervalle des valeurs prises par y a x fixé) :

3
9:{(x,y)€R2,0<y<§,l— I—y?<x<V1—y}

Alors

2

y=V3/2 x=4/1—y y=V3/2 [ 27¥=V Iy
I = / / xydx dy:/ y[] dy
y= x=1—q/1-y? y=0 2 x=1—+/1—y?2
(=== VT=y7) ay
(2\/1 —yro 1) dy
V3

1[ 2 217 12 1.3 5
= S[-a-P-s = (Za-0-3) =2
21 3 21, 2 \3 8 8 48

15.1.2 Changement de variables

(=)

e Soient U et V deux ouverts de R? et ¢ un €' -difféomorphisme de U sur V. Si
A est un fermé borné (compact) simple de U dont I'image D par ¢ est encore
un compact simple et si f est continue sur D alors

// f(x,y)dxdy://Afogp(u,v)|j¢(u,v)| dudv
D
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Remarque
Ny . _ D,y o .
Par commodité, on note j,(u,v) = D, v) le jacobien de ¢, ce qui permet
u,v
. . D(x,y)
d’écrire la derniere intégrale sous la forme foe(u,v)|———| dudv.
A D(ua U)

e En pratique : en général, le domaine est défini par des conditions sur les
variables x et y. Apres avoir justifié que la fonction

@ (u,v) = (x = x(u,v),y = yu,v))
est un difféomorphisme, on traduit les conditions sur x et y en conditions sur u
et v, ce qui donne le nouveau domaine d’intégration. On peut alors effectuer le
changement de variables.
¢ Cas particulier important : passage en coordonnées polaires
Soit @ : (r,0) — (x =rcosf,y = rsin#), on obtient la formule

// f(x,y)dxdy://f(rcosﬁ,rsinﬁ)rdrdﬁ.
D A

Remarque

La fonction ¢ est un %' -difféomorphisme de R} x ]—, [ vers R*\(R™ x {0}),
qui n’est normalement pas utilisable lorsque le domaine D contient O ou ren-
contre la demi-droite R~ x {0}. On admet que par un passage 2 la limite, on
peut effectuer ce changement sur un domaine inclus dans R* x [—a7, 77].

Exercice 15.2

CCP PSI 2004
Soient a, b et R trois réels strictement positifs. Calculer

X2 2
I://D<;+ﬁ> dxdy

ou D est le disque de centre O de rayon R.

Puisque le domaine d’intégration est le disque de centre O et de rayon R, on calcule
cette intégrale a I’aide d’un passage en coordonnées polaires.

0=2m ,r=R 2 -2
0 0
I = / r? (cos2 + s122 ) rdrdo
9=0 Jr=0 a

27 2 ) R
cos“f sin“ 6 3
= (/0 <—a2 + = ) dﬂ) </0 r dr)
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1 26 1-— 26
On linéarise cos’f = H%() et sin®f = #, ce qui donne

21 21

/ cos’0df = / sin” 8 df = . Ainsi

0 0
I R* L1
_774 a2 b2 )

Exercice 15.3

CCP PSI 2006
Soit D = {(x,y) € R:,x > 0,y > 0,x> +y> < 1,x> +y*> > 2y} et

I :// Vx2+y2dxdy.
D
1. Dessiner D.

2. Calculer 1.

1. L’inéquation x*> + y> < 1 donne Iintérieur du cercle de centre 0 de rayon 1. La
derniére inéquation se réécrit x> +(y — 1)> > 1, ce qui correspond a I’extérieur du
cercle de centre (0, 1) et de rayon 1. On obtient le domaine tracé ici.

2. Différents éléments nous invitent a effectuer un changement en coordonnées
polaires : d’une part la présence d’arcs de cercle dans le domaine, d’autre part
la fonction a intégrer. On commence par exprimer le domaine D a 1’aide de
conditions sur r et §. L’inéquation x> + y* < 1 devient » < 1. Les deux premiéres

s . . m e .
inéquations x > O et y > 0 deviennent § € [O, E} La derniere inéquation

devient r> > 2rsin 6, c’est-a-dire r > 2sin . Les conditions 2sin8 < r < 1
donnent sind < 1/2 et § € [0,7/6]. Aprés un changement de variables en
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coordonnées polaires, on obtient

0=7T/6 r=1 77'/6 1 8
[ = / / r2dr dH:/ (———sin39> de
6=0 r=2sin6 0 3 3

8 /6 8 39 7/6
= %—g/o ((1 — cos® @) sin 0) dﬁz%—g [COZ —cos@}0
18 3 8 3 2 18 9

15.1.3 Intégrales curvilignes

e Soit w = P(x,y)dx+ Q(x, y)dy une forme différentielle continue sur un ouvert
UdeR?>etl = ([a, b], f) une arc de classe %" sur un segment [a, b] de R
a valeurs dans U, avec, pour tout ¢ € [a,b], f(t) = (x(¢), y(¢)). On définit
I’intégrale curviligne de w sur 1’arc orienté I" par

b
[o= [ (Pa@ow 0+ 0w, y0nw) dr.
r a
¢ Si w est une forme différentielle exacte sur U et si F est une primitive de w,
alors / w=F(f)— F(f(a)).
r

e Formule de Green-Riemann : Soit D une partie fermée et bornée du plan
délimitée par un arc de classe €' sans point double. Si @ = Pdx + Qdy est une
forme différentielle de classe €' sur un ouvert U contenant D. On appelle 9D
la frontiere de D parcourue dans le sens direct. On a

_ 90 0P
/8Dw_//l)<ax 8y> dxdy.

Exercice 15.4

CCP MP 2007

Soit y la courbe constituée des deux portions de courbes comprises entre les
points d’intersection de la droite d’équation y = x et de la parabole d’équation
y = x?, orientée dans le sens trigonométrique.

1. Calculer /(y +xy)dx.
Y

2. En utilisant la formule de Green-Riemann, retrouver la valeur de cette inté-
grale.
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1. On note 0(0,0), A(1,1) et w = (y + xy)dx. Soient

011 - R o o1 — R
vi t = 1) r2: t o~ (1—-t,1—1) °

Le support de vy, est I’arc de parabole allant de O a A et celui de y, le segment

[AO].
! 1 1 7
= P+)ldt==~+- = —
/ylw /0( ) 31T 12
1 _ ) . 31
/w=/«Lw+awﬁenmzrl”+“ ”}:_2
Y2 0 2

3 0 6
Ainsi/w:l—éz—l.
y 12 6 4

2. Onnote D = {(x,y) € R?,0 < x < I,x* < y < x}, le domaine borné délimité
pary.

081
0.6
041

02

0

L 1 L L L L L
-0.2 0.2 0.4 0.6 08 1.0 12

Avec P(x,y) =y + xy, on obtient, en utlisant la formule de Green-Riemann
8P 1 X
/a) = // ——dxdy:/ (/ —(1+x)dy> dx
y D 8)} 0 x?
1

1
= —/(1+x)(x—x2)dx:/(x3—x)dx:
0 0

Bl—
N =
N

15.2 EXERCICES D’ENTRAINEMENT

Exercice 15.5

TPE-EIVP PSI 2007
Soit D = {(x,y) €R1,0< x+y <4,xy > 1}.
1. Dessiner D.

2. Montrer que ® : (u,v) — (u — v,u + v) est un €' -difféomorphisme de R?
dans R?.
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3. A I’aide du changement de variables x = u — v, y = u + v, calculer

I = // (x2 — yz)cos(xy)dx dy.
D

1. On obtient facilement le domaine suivant

sk

2. L’application ® est de classe €. Soit (x, y) € R?. On cherche les antécédents de
x+y ) y—Xx
etv =
2

Donc ® est bijective et sa réciproque est de classe %' L’application ® est bien
un ¢"'-difféomorphisme de R? vers R?. Le jacobien de ce difféomorphisme est

_1’:2.

(x,y) par ®. On a ®(u,v) = (x,y) si et seulement si u =

. 1
.]‘IJ(x7y)_ 1 1

3. On réécrit les différentes conditions pour u et v. La condition 0 < x + y < 4 est
équivalente 2 0 < u < 2, et la condition xy < 1 est équivalente a w> — > > 1.
Cela donne le nouveau domaine d’intégration suivant :

LR e e e e e SN0, J e e
2F 0
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u=2 v:x/uz——l
On obtient alors I = / (/ (—4uv) cos(u® — v2)2dv> du. Or la

=1 =—Vu?-1

fonction v — —8uv cos(u? — v?) est impaire, I’intégrale est donc nulle.

Remarque

Le domaine d’intégration est symétrique par rapport a la premiere bissectrice. En
effectuant le changement de variables x = y’ et y = x’, la quantité x> — y? devient
—(x"? — y"*) et le changement de variables donne [ = —1.

Exercice 15.6

Centrale PC 2006
Soit a un réel strictement positif. On note E, la conique d’équation

3x2 +4y* —2ax —a* =0
et K, la partie bornée délimitée par E,,.

1. Déterminer E,,.

2. Montrer que I = // Vx2+y2dxdy = / 2 0)3 et déterminer
— cos

la valeur de cette dernidre intégrale a ’aide d’un logiciel de calcul formel.

1. Puisqu’il n’y a pas de terme xy, il suffit d’utiliser une mise sous forme canonique

4
des trindmes du second degré. On écrit 3x>+4y>—2ax—a* = 3(x— g)2+4y2— §a2
9 3
ce qui donne I’équation (x— —)2 + — y = 1. Ainsi la conique est une ellipse,

)

2a
ce centre Q(%l, 0) avec des demi-axes de longueur @ = 3 etB =

%.

LoF

051

0.0

05+

-10p, Il Il )
-05 00 05 10 15

2. Le probléme ici est le choix de la méthode pour paramétrer le domaine. Le terme a
intégrer semble indiquer un passage en coordonnées polaires (mais le paramétrage
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de K, semble moins facile) alors qu'un paramétrage du domaine serait

K, = {(%l +arcosf,Brsind) | r€[0,1]etb € [—m, 7]}

Mais dans ce cas la quantité +/x2+ y? semble plus difficile a simplifier.
On s’oriente toutefois vers le changement en coordonnées polaires. Le point
(r cos 6, r sin 0) est dans K, si et seulement si

g(r,0) = 3r*cos® 0 + 4r*sin* @ — 2ar cos § — a®> < 0.

Or g(r,0) = 4r® — r?cos’ @ — 2arcosf — a’> = 4r* — (rcosf + a)*. Cela
donne —(rcosf +a) < 2r < rcosf + a. La premiere inégalité est équivalente
ar(2+cosf) > —a et est par conséquent inutile (car on doit avoir » > 0). La
seconde inégalité est équivalente a r(2 — cos #) < a. Ainsi

a

Ka: 0, i 0 0 i, t 077
{(rcos@,rsinf) |0 € [—m,m]etr € 7 oosd

1}.

Remarque
Il est normal que 1’expression soit de ce type car O est le foyer de I’ellipse.

T ﬁ ) a3 T de
L’intégrale cherchée vaut donc /_ i} /0 redr | df = 5 /_ i} 2 cosOp

On calcule cette intégrale a I’aide d’un logiciel de calcul formel :
Mathematica : Integrate[1/(2-(Cos[t])~3),{t,-pi,pi}

Maple : int (1/(2-(cos(t))"3) ,t=-pi..pi))

7T613

On obtient finalement ] = ——.

3V3
Exercice 15.7

CCP PC 2007
On note, pour R > 0, €% le quart du disque {(x,y € (R")?, x* + y> < R*}.

1. Montrer que

2
R
// e_(x2+y2)dxdy < / e dt < // e~ gy dy
Cr 0 %R\/f

+00
2. En déduire la valeur de / e dt.
0

1. On note Cg le carré [0, R] x [0, R].On a

2,2 R R 2 2 R 2
// e ) dx dy :/ / e “dx|e Y dy= / e " dx
Cr 0 0 0

2
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Puisque Gr C Cr C €, 5 et que e~ &) > 0 pour tout (x, y) € (R*)?, ona

// e*(x2+y2) dx dy < // ef(x2+y2) dx dy < // ef(xz.q.yz) dx dy’
(KR CR %R\/E

ce qui donne I’encadrement demandé.

2. On calcule I’intégrale / / e dx d y a I’aide d’un passage en coordonnées
Cr
polaires. On a

R /2 R
// e~ dx dy = / </ re™" d9) dr=—7 | = F0-),
% 0 0 4 0 4

2
R
. . _ 2 a _ 2
Par encadrement, on obtient lim ( / e ! dt) = —etcommet — e " est
0

R—+00 4

intégrable sur R* (fonction continue sur R* et négligeable en +oo devant 7 +— e~ ")

+00 +00
2 . _2 AT
et que / e~ dt > 0, on obtient finalement / e Udt =
0 0

2
Exercice 15.8

TPE MP 2004
Calculer I = /(2y3x +3xyH) dx + By*x? +3yx?)dy ol y est un arc €' d’ex-
Y
trémités A(2,0) et B(1,1).
Le fait que le chemin ne soit pas imposé semble indiquer que I’intégrale ne va pas

dépendre de I’arc mais seulement de ses extrémités. On montre que la forme diffé-
rentielle w = P(x,y)dx + Q(x, y)dy est fermée (avec P(x,y) = (2y3x + 3xy2) et

O(x,y) = 3y*x? + 3yx?)). En effet, on a 2—P(x, y) = 6xy% + 6xy = %—Q(x, y). La
y X

forme différentielle étant de classe € sur R? qui est étoilé, elle est exacte et il existe
F de classe %" telle que w = d F. On cherche F telle que

oF
—(x,y) = 2y3x+3xy2
Ox
OF
—(x,y) = 3y2x2+3yx2
dy

3
La premiere équation donne F(x,y) = x%y* + Exzy2 + f(y) ou f est une fonction

de classe €' a déterminer. En reportant dans la seconde équation, f' = O et f est
constante. On choisit par exemple f = 0. On rappelle que si y : [a,b] — R? avec
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v(t) = (x(¢), y(t)) est un arc de classe €' d’extrémités y(a) = A et y(b) = B, alors

b roF OF
/ 0 — / <a<y(z>>x’<r>+a<y(r))y’<r)> 1
v a X y

b , 3 5
= /(Foy)(t)dt:F(B)—F(A):(1+§)—0:—

5

15.3 EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

Exercice 15.9

ENSAM PSI 2005
1. A l'aide de I(u) = // (sinx)e™ dx dy, montrer que
[0,u]?

/u sinx(l _ ety dx = /” 1 — e "(cos u2+ysinu) dy
0 X 0 1+y

+00 -
sinu
du.

2. En déduire la valeur de I’intégrale /
0 u

1. La fonction (x, y) — (sinx)e ™ est continue sur [0, «]*. On utilise la formule de
Fubini afin d’exprimer I’intégrale sous deux formes différentes :

x=u y=u
I(w) = / </ sinxe ™Y dy> dx
x=0 y=0
_ /u [_ sinxe_xy] I — /u sinx(1 e dx
0 X 0 o X
y=u X=u u u .
= / (/ sinxe dx) dy :/ </ Im (e7*077) dx> dy
y=0 x=0 0 0
[m(E ar= [ [miseen <21
= m( — y = —Im ((y +i)e"” y
0 =Y /1o 0 y2+1 0

u —xy U wy_ N ) Cuy
= —/ [(cosx+ysinx) ez } dy :/ (COSM2 ysinu)e J
0 y=+1], 0 y2+1

2. On cherche bien entendu a faire tendre u vers +o0co. Les intégrales contenant e~
ou e " vont sirement tendre vers 0. On les sépare du reste de 1’expression. Pour

u : u .
N sin x ., Sinx .
la premiere intégrale, on a I(u) = / dx — / e dx. En utilisant
o X 0 X

Xu

le fait que est majoré par 1, on obtient

u . u —142
sin x 1—e 1
/ e M ——dx| < / e Mdx = ——7— < —.
0 X 0 u

N
\

<
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u

L Sinx
Donc lim e ""——dx = 0. La seconde intégrale se sépare en deux parties
u—+oo Jo X
S | e " (cosu + ysin
/ 2dy—/ e uzy M>dy.0na|cosu+ysinu]<1+yet
o 1+y 0 1+y
1+y L
l+y < 1+y?siy > 1. Donc e est majoré par 1 sur [1,+oo[ et par une
y
constante M sur [0, 1] (le fonction de y est continue sur [0, 1]. Soit M un majorant
1+
de —= 4 sur R*, on obtient
1+y?
u —uy : u
/ e "“(cos u +2ysmu) dy‘ < M/ e dy < %
0 I+ y 0 u
Remarque

En utilisant la formule de Cauchy-Schwarz, on peut obtenir la majoration plus
pratique ici: |1.cosu + ysinu| < /1 + y2.

+00
. . d T
Finalement lim I(u) = / _y2 = —. Cela donne, en méme temps, la
U—+00 0 1+y 2
sin T
convergence et la valeur de / —_— dx a savoir >
0 X

Exercice 15.10

Centrale PC 2007

1. Soit E I’ensemble des fonctions de classe €2 sur [0, 1], a valeurs réelles et
nulles en 0 et 1. Déterminer une fonction polynomiale P de degré 2 telle que

1 1
/ f)ydt = / P(t)f"(t)dt et en déduire qu’il existe une constante k > 0
0 0

1
telle que, Vf € E, ‘/ fyde| <k sup |f"(x)] (%)
0 x€[0,1]

Justifier I’existence d’une borne inférieure pour I’ensemble des constantes k
qui vérifient (x) et déterminer cette borne inférieure.

2. Soit C = [0, 1]% et OC le bord de ce domaine. On définit
F ={f € €*C,R), f nulle sur OC}.

(X y)‘

0*f
2.a Justifier 'existence de My = sup
T wvec 52X32

2.b Montrer I’existence de k’ € R, telle que

/ f(x,y)dxdy’ < kMy.
c

2.c Chercher la borne inférieure des constantes k vérifiant la relation précé-
dente.

VfeE,
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15.3 Exercices d’approfondissement @

1. On intégre par parties en partant de la formule finale (les fonctions ont la régularité

souhaitée sur le segment [0, 1]) avec P polynéme du second degré.

1 1
/ PO f"dt = [P@Of®)], ~ / P'(t)f'(t) dt

0 0

1
[P()f'®)], — [P0 f )]y + / P"(t) f(1)dt

0
Afin que la formule demandée soit vérifiée, il suffit de choisir P de sorte que

1
= let P(O) = P(1) = 0. Le polyndbme P = EX(X — 1) convient. Si f

1 /!
est dans E alors/ f@dt = 5/ t(t — 1) f"(t)dt. Ainsi, lorsque f € E, on
0 0

/ fydt| <

L’ensemble des constantes k qui vérifient () est non vide et minoré par 0. Donc
il admet une borne inférieure. Afin de déterminer la meilleure (c’est-a-dire la plus
petite) constante k vérifant (x), on regarde a quelles conditions les majorations
précédentes deviennent des égalités. On a

obtient

ysw 7] [ ndi= 1 sup 170

xe[ )11 x€[0,1]

= sup |f”(x)\/ (1) dt = sup \f”(x)/ (=1 dt

x€[0 x€[0,1

1
/ tt— D) dt| =
0

si et seulement si f”’ est constante, avec t(1 — t) f”(t) de signe fixe sur [0, 1], ce
qui revient 2 f” est constante. On choisit, par exemple, fo(t) = t(1 — 1)/2. On
1

1
a fy'(t) = 1 pour tout ¢ € [0,1] et/ fot)dt = o Ainsi k > 1/12 (k doit
0
vérifier (x) pour tout fonction f € E donc notamment pour fp). Finalement la

. . 1
meilleure constante possible est T

4

0*x0%y
fermé et borné (compact). Cela justifie I’existence de M.
1

2.b. Soit y € [0, 1], on considere / f(x,y)dx.On peut appliquer les résultats de

2.a. La fonction f est de classe € sur C donc est continue sur C qui est

0
la premiere question a la fonction x +— f (x,y), puisque f(0,y) = f(1,y) = 0.
1 [ 2
Ainsii/ x(x — 1)8 f(x y)dx—/ f(x,y)dx et
0

1 1 2
1= [ rwpavay =3 | (/ x(x—l)a—&x,y)dx) d
C 2 0 0 Ox



% Chap. 15. Intégrales doubles et curvilignes

La formule de Fubini permet d’intervertir I’ordre d’intégration ce qui donne

1 1 la2f
I = E/o x(x—l)( ; W(x,y)dy) dx.

2
Soientx € [0, 1]etg, : y — —=
Ox?
0 f .
De plus g,(0) = W(x,O) = 0 puisque, pour tout x € [0,1] ona f(x,0) = 0.
X

(x, y). Lafonction g, est de classe €? sur [0, 1].

La dérivée seconde de x — f(x,0) est nulle. On a le méme résultat pour g,(1).
Cela permet d’appliquer le résultat de la premiére question :

1 1 1 1 1 84f
/O () dy = 5/0 y(y — Dgl(y)dy = 5/0 y(y — l)m(x,y)dy-

On aboutit enfin a I’égalité

1 1 1 84f
= Z/o (/0 X — Dy(y — 1>ax28y2<x,y>dy> dx.

On obtient alors comme précédemment la majoration

M ! ! 1
’/Cf(x,y)dxdy' < Tf (/0 x(1 —X)dx> (/0 y(1 —y)dy> = TaaMs-

2.c. On s’inspire de la méthode utilisée dans le cas d’une variable et on cherche
4

une fonction nulle sur le bord 9C avec constante. La fonction f

0x20y?
définie sur C par f(x,y) — x(x — 1)y(y — 1) convient et donne 1’égalité
M .
‘ / f(x,y)dx dy‘ = ﬁ La meilleure constante lui est donc supérieure et
C

finalement égale.
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