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ALGEBRE 1V
TD1 : Formes bilinéaires et formes quadratiques

Exercice 1.

On munit R™ de la base canonique B = {ej,es,- - , e,}, considérons une forme linéaire [, non nulle,
définie par l(e;) = a; avec o; € R. Soit f: R” x R" — R définie par f(z,y) = l(x)l(y).

1. Montrer que f est une forme bilinéaire, symétrique.

2. Ecrire la matrice de f. Quel est le rang de 7 f est-elle dégénérée ?
3.
4

Stz = (xq1,- ,x,) et y = (y1,- -+ ,yn) sont les composantes de z et de y par rapport a la base B,

Déterminer (R")1 relativement & f et trouver sa dimension.

écrire 'expression de la forme bilinéaire f et de la forme quadratique associée en fonction des z;
et ;.

. Soit v € R™ tel que I(v) # 0. Déterminer (Rv)* et déduire que R™ = (Rv) @ Ker(l).

En déduire une base B’ de R™ telle que tous les termes de la matrice de f dans B’ soient nuls sauf
un seul d’entre eux. La base B’ est-elle f-orthogonale ?

Soit E un K espace vectoriel de dimension finie n > 1, muni d’une forme bilinéaire symétrique f
et soient F; et Fy deux sous-espaces vectoriels de FE.

(a) Montrer que si Ey C Fy, alors on a Ey C Eit. Peut-on avoir F;, # Ey et Bt = Ey ?
(b) Montrer que si B C Fy et si Eif = B3 alors f est dégénérée.

Exercice 2.

On munit R? de sa base canonique B = {ey, €2, €3}, soit ¢ la forme quadratique définie par

ARl S

q(z1, 72, 73) = 3 + 23179 + 41973,

Ecrire la matrice B de ¢ par rapport a B. Quel est le rang de ¢ ?
Ecrire la forme polaire f de q.

Déterminer I’ensemble F' des vecteurs qui sont g-orthogonaux a e;.
En déduire que R? = (Re;) @ F.

Trouver deux vecteurs g-orthogonaux v, et vz dans F' qui sont linéairement indépendants. Ecrire
la matrice B’ de ¢ en utilisant la base B’ = {ey, vp,v3}. Vérifier que B = ‘PBP ou P est la
matrice de passage de la base B a la base B'.

Exercice 3.

Soit R, [X], 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal an (n > 1).
Pour tous P, @ € R,[X], on pose

1.
2.

B(P,Q):/O tP(t)Q'(t)dt et q(P) = B(P, P).

Montrer que B est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique 7 antisymétrique ?

Justifier que ¢ est une forme quadratique. Est-elle définie ?
Si ce n’est pas le cas, exhiber un vecteur isotrope non nul de q.
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3. Calculer la matrice de ¢ dans la base canonique de R, [X].
4. Pour n = 2, déterminer la signature de ¢g. La forme ¢ est-elle positive ? négative ?

5. Déterminer une base de Ry[X] qui soit g-orthogonale.

Exercice 4.
Soit ¢, la forme définie sur Ry[X], pour tous P, Q € Ry[X], par ¢(P,Q) = P(1)Q(—1)+ P(—1)Q(1)

et ¢ sa forme quadratique.
1. Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique.
2. Déterminer sa matrice A dans la base canonique de Ry[X].
3. On considére la famille B’ = {1 — X? X, X?}
(a) Vérifier que B’ est une base de Ry[X].
(b) Déterminer la matrice A" de ¢ dans B'.
(¢) En déduire une base g—orthogonale.
(d) Déterminer dans B’ I'expression de ¢ et déduire la signature de q.
4. Déterminer le noyau de q.
5. Déterminer I'ensemble des vecteurs isotropes de q.
6. Soit F' = {P € Ry[X]/P(0) = 0}. Déterminer l'orthogonale de F' relativement a ¢.

Exercice 5.
Soit M3 (R) le R-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels.
On considére E une partie de Ms(R) définie par :

E:{(Z b)eMg(R);a—d:O }etJ:(l L

d 1 -1
On définit 'application B : £ x E — R par B(M,N) = Tr(MJN).
Montrer que B est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique ? antisymétrique ?
Déterminer une base C de F.

Déterminer la matrice de la forme quadratique ¢ de B dans C.

- W=

Déterminer la signature de ¢, son rang et son noyau.
La forme q est-elle définie ? positive 7 négative ?

ot

Déterminer I’ensemble des vecteurs isotropes de q.

6. Déterminer une base g-orthogonale de F ou F = { ( 8 2 ) € My(R);a—d=0 } :

Exercice 6.
Soit F,, = R"[X] 'espace vectoriel des polyndomes de degré < n a coefficients réels. Pour tout P € E,,,
on pose :

Q(P) = /O P2(t)dt.

1. Montrer que @ est une forme quadratique, définie positive. Ecrire la relation de Cauchy-Schawrz.
2. Calculer la matrice M de @ par rapport a la base B={1,X,--- , X"} de E,,.

3. Montrer que la forme quadratique suivante sur R™*! est définie positive :

T
i+j+1.

Qi(zo, -+ ) = )

i.j=0

Déduire son rang et sa signature.
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Exercice 7.
Dans M,,(R), on définit la relation "étre congruente a”, notée C, par

A C B<= (3P € GL,(R),B = 'PAP).

1. Montrer que C est une relation d’équivalence dans M, (R).

2. Quels liens y a-t-il entre congruence, équivalence et semblable ?
On rappelle que :
e Deux matrices A, B de M,,(R) sont dites équivalentes ssi

dP,Q € GL,(R), B = QAP).
e Deux matrices A, B de M,,(R) sont dites semblables ssi
3P € GL,(R), B = P"*AP).

3. A-t-on:Va e RVA, B,A, B €GL,(R), ( AC Bet AAC B')— «aqA+A C aB+ B'?
4. Montrer que VA, B € M,(R), (AC B = 'A C 'B).

5. Soit M € GL,(R). Montrer que VA,B € M,(R), (AC B = 'MAM C 'MBM). La
propriété subsiste-t-elle si on suppose seulement M € M, (R)?

0 A 0 B
7. Soient A, B € S,(R). Montrer que A et B sont congruentes ssi elles représentent une méme fbs
sur M,, 1 (R) dans deux bases.

6. Soient A, B € M,(R), A", B' € M,(R). Montrer quesi AC Bet A'C B’ alors (A 0) C (B 0 )

Exercice 8.

1. On munit R? de sa base canonique. Considérons les deux formes bilinéaires symétriques

fi(x,y) = 211, folw,y) = 2191 — 23Y3 00 & = (21, T2, T3)et Y = (Y1, Y2, Y3)-
Trouver les noyaux Ker(fy) et Ker(fs) et les ensembles I; et I des vecteurs isotropes de fi et fs.
I, et I, sont-ils des sous-espaces vectoriels de R??

2. Soit E un K—espace vectoriel de dimension n et f une forme bilinéaire symétrique, dont I’ensemble
des isotropes est noté I.

(a) Ecrire la relation d’inclusion entre Ker(f) et I.

(b) Montrer que Ker(f) C I ssi 3zg € I et yo € E tels que f(xg,yo) # 0.
(c) Montrer que si I est un sev de E alors Ker(f;;) = 1.
)

(d) Soit K =R et ¢ la forme quadratique associée a f. Montrer que I = Ker(f) si ¢ est positive
ou négative.

Exercice 9.
On considére 1'espace vectoriel £ = R*. On note B, la base canonique de E. Soient a,b,c € R et g
la forme quadratique sur R? par

q(z1,0, 13, 04) = 2° + 223 + x§ + axi + 21179 + 4bx 23 + 4brows + 207074,

1. Déterminer la forme polaire de ¢ ainsi que la matrice de ¢ dans B.
2. Déterminer une réduction en carrés de Gauss de gq.

3. Déterminer le rang et la signature de ¢ en fonction des paramétres a, b, c.
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4.

En prenant (a, b, c) = (2,0, 1), déterminer une base de E qui soit g—orthogonale.

Exercice 10.

Pour tout réel a, soit g, la forme quadratique sur R? définie par
Qa(T1, 0, 23) = a(z} + 23 + 23) — 2(x129 + 1173 + ToT3).

1.
2.
3.

Pour quelles valeurs de a la forme quadratique ¢, est-elle non dégénérée ?
Montrer qu’il existe une méme base B de R? qui est orthogonale pour tous les gs.

Soit D la droite vectoriel engendrée par le vecteur v = (2,2, 1). Trouver une base de I'orthogonal
D+ de D pour qy. D et D+ sont-elles supplémentaires ?

. Montrer que la forme quadratique g, est définie positive si et seulement si a > 2.

Exercice 11.

Soit ¢ la forme quadratique sur R? définie par q(z, vy, 2) = 2% + 4y + 622 + 4y + 16y2z + 922

1. Déterminer la forme polaire ¢ associée a q.

2. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base canonique de R3.

3. Décomposer ¢ en combinaison linéaire de carrés de formes linéaires linéairement indépendantes.

En déduire le rang et la signature de gq.

4. Déterminer une base @-orthogonale de R? noté C.

5. Déterminer la matrice B de ¢ dans C.

6. Pour tout réel A, on note vy = (A, —1, 1) et F\ orthogonal de v, pour ¢.

(a) A quelle condition de A le vecteur vy est-il un vecteur isotrope pour ¢ ?
(b) Montrer que dim F\=2.

(c) A quelle condition sur le réel A a-t-on en somme direct de F) et Ru, ? Justifier votre réponse.

Exercice 12.

Soit a un paramétre réel. On considére la forme quadratique sur R3 définie par

A S

Go (21,2, 23)) = 27 + (1 + a)23 + (1 + a + a®)23 + 23129 — 2ax073.

Donner la matrice de ¢, dans la base canonique de R3.
Déterminer la f.b.s associée a q,.

Donner la décomposition de Gauss de g,.

Donner le noyau, le rang et la signature de ¢,.
Déterminer une base g,-orthogonal de R3.

Pour quelles valeurs de a, q, est définie positive.

Exercice 13.

Pour tout réel m, soit ¢, la forme quadratique sur R* définie par
am(z,y,2) = ma® 4+ 2(m + 1)y* + (m + 1)?)2? 4+ 2may + 2mzz — 4yz.

1.
2.
3.
4.

Pour quelles valeurs de m la forme quadratique ¢, est-elle non dégénérée ?
Déterminer la réduction de Gauss de g,,.
Déterminer une base B de R? qui est orthogonale pour tous les ¢,.

Pour quelles valeurs de m la forme quadratique ¢, est-elle définie positive ?


Mobile User

Mobile User


ALGEBRE 1V
TD2 : Espaces euclidiens et Produits scalaires

Exercice 1.
On munit R™ du produit scalaire canonique.

1. Montrer que pour tout x = (z;) € R™, on a

O <n(}a?)

2. Soit A € M,(R), A = [ay]. Calculer tr(A*A) en fonction des a;.
En déduire l'inégalité |tr(A)| < \/ntr(AfA) pour toute matrice A.
3. Montrer que sur M,,(R) Papplication A, B + tr(A'B) définit un produit scalaire.
4. Montrer que pour toutes matrices A et B symétriques, on a |tr(AB)|? < (tr(A?)(tr(B?).

Exercice 2.
Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n.
On pose pour toutes matrices colonnes d’ordre n, X et Y, p(X,Y) = 'XAY. Soit B une base
orthonormée constituée de vecteurs propres de A et A1, Ao, - -+ , \,,, les valeurs propres de A.
Soient X = (x1,x9, - ,2,) et Y = (y1,y2, - ,yn) dans B.

1. Montrer que ¢(X,Y) Z i

2. Montrer que I’ apphcatlon (X ,Y) — (X, Y) définit un produit scalaire si et seulement si
toutes les valeurs valeurs propres de A sont strictement positives.

Exercice 3.
Soit £ = R? (d > 1) I'espace euclidien muni de son produit scalaire canonique

d

(z,y) = Z(%%)

i=1

Soit w un vecteur unitaire et V' le plan perpendiculaire a u passant par 1'origine.
1. Trouver une équation de V' portant sur les coordonnées x; d’'un point x de £ pour que x € V.
2. Pour tout x dans E trouver un réel A = A(z) tel que z — Au € V.
3. Soit P(z) la projection orthogonale de = sur V. Exprimer P(z) en fonction de x et de u.
4. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de P.
Exercice 4.

Soit E 'espace vectoriel réel des fonctions réelles continues sur I = [0, 1].

1
1. Montrer que pour tout f de E, l'intégrale fol f(t)ln(;)dt converge.
2. Pour tout réel a > 0, on pose u, = fo tIn( )dt Calculer u,, en fonction de «.

1
3. On pose N fo t )dt )% Montrer qu’il existe un produit scalaire (f, g) sur E que
'on exphc1tera tel que N ( f ) = (f, f)2. En déduire que N est une norme.



4. On pose respectivement ag, a; et as les éléments t — 1, t — t et t — t2 de E. Construire une
b.o.n de Fy = Vect(ag, ay,as).

5. Soit a l'élément t — t2 de E. Calculer explicitement les projections orthogonales de a sur
Go = Vect(ag) et sur Gy = Vect(ay).

6. Soit a’ la projection orthogonale de a sur F; = Vect(ag, a;). Déterminer les projections orthogo-
nales de @' sur Gy et sur G.

Exercice 5.
Soit H = C([—1, 1]) I'espace vectoriel réel des fonctions continues sur I = [—1, 1] dans R.

1. Montrer que 'application (f,g) fj1 f(z)g(z)dxr de H x H dans R définie un produit scalaire
réel sur H. Ecrire la norme associée.

2. Considérons les deux sous-espaces vectoriels de H définis par F' = {f € H/f(z) = 0,Vx € [-1,0]}
et G={fe€H/f(x)=0,Vx €[0,1]}.
Montrer que F = Gt et que G = F+. A-t-on H = FP G?

3. Soit la fonction h(t) = 1 pour tout ¢ € I. Montrer que h n’a pas de projection orthogonale sur F'.

4. Soit E le sous-espace de H formé par les restrictions a I des polynémes a coefficients réels. Soit
fo une fonction de classe C*> sur I qui est non polynomiale et telle que pour une constante k > 0,

on ait
sup |f"(2)] < k,¥n >0

—1<2<1
Montrer en utilisant la formule de Taylor- Lagrange que Ve > 0,3P € F tel que || fo — P|| < e.

5. En déduire que la projection orthogonale de fy sur E n’existe pas. Quel est I'orthogonal de E' 7

Exercice 6.
Soit E, un K espace vectoriel de dimension n. Soient uy, us, - -+ ,u, € L(E), des autoadjoints

p
tels que rg(u1) +rg(uz) +---+rg(u,) =net Vo € E, Z <ui(x),x >=<z,T >,
i=1

p
Posons v = g u; — Idg.
i=1

a) Montrer que v* = —w.

(a)

(b) En déduire que uy + us + - - - + u, = Idp.

(c) Montrer que E = Im(uy) @ Im(usz) @ --- @ Im(u,).

(d) Calculer u; ou;. Que peut-on dire de Im(u;) et Im(u;)? sii # j, justifier.
)

(e) En déduire que u; est le projecteur orthogonal sur I'm(u;).

Exercice 7.
Soit £ un un espace Euclidien de dimension n. Soit S = (uy,--- ,u,) un systéme de p vecteurs
de E avec p < n. La matrice de Gram de ce systéme est définie comme étant la matrice
G(S) € M,(R) de terme général
G(8)ij = (us, ug).

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension p contenant les u;. Rapportons F' & une b.o.n et
soit U la matrice p X p dont la j¢ colonne C; est formée par les composantes du vecteur u;.

1. Montrer que G(S) = (*U).U.



2. En déduire que det(G(S) > 0, a quelle condition sur S ce déterminant est nul. Montrer que
det(G(S) ne dépend pas de l'ordre dans lequel on place les vecteurs.

3. On remplace S par le systeme S’ = (uj, -+ ,u;,) qui se déduit de S par la substitution linéaire
d’une matrice P tel que 'S’ = P 'S. Montrer que det(G(S’)) = (detP)*det(G(S)).
4. Montrer que quels que soient p vecteurs uy, - - - ,u, d'un espace Euclidien de E de dimension p on

a la majoration
|det(uy, - up)| <[ u [l uz - up ] -

5. On suppose S libre et p < n. Soit F' le sous-espace de E engendré par S. Montrer que la distance
de tout point z de F a F est égale a

_ (detG(z,ug, -, up)
dw, F) = \/ detG(uy, - ,up)

Exercice 8.
Soit A € M,,(R) telle que : VV' € M,,1(R), ||AV|| < [|V]], ot ||.|| est la norme euclidienne canonique
sur M,, 1 (R).
1. Montrer : YV € M, 1(R), |["AV|| < ||V]].
2. Montrer : VV € M, 1(R), (AV =V <= 'AV =V).
3. Etablir que ker(A — 1,,) et Im(A — I,,) sont supplémentaires dans M,, ;(R).

Exercice 9.
Soit V' un sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un espace H a produit scalaire et
soit #’ la projection orthogonale sur V' d’un = quelconque de H. Montrer que

1. Pour tout y € V,on a: ||z —y||*> = ||z — 2'||* + |ly — 2/||* et que

Y — 1 —_ — — /_
lz =2l = min [lz —y|| =y ==

2. Pour tout x dans H, la projection orthogonale de x sur V' est 'unique point p de V' tel que Vy € V,
ona (z,y) = (p,y).
3. H=V @Vt

Exercice 10.
Soit E un espace euclidien et u € L(FE).

1. On suppose que u? = 0. Montrer que Ker(u + u*)=Ker(u)NKer(u*).
2. On suppose que u o u* = u* o u. Montrer que :

(a) ||u*(2z)|| = ||u(x)|| pour tout x € E.

(b) Ker(u)= ker(u*).

(¢) Sp(u)=Sp(u*) et que pour toute valeur propre, les sous-espaces propres de u et de uk sont

identiques.

(d) Les sous-espaces propres de u sont deux a deux orthogonaux.
3. Soit F' un sous-espace vectoriel de F, stable par u.

(a) Montrer que F- est aussi stable par u*.

(b) Montrer que Keru* = (Imu)t et Imu* = (Keru)*.

(¢) En déduire que rg(u*) = rg(u).



Exercice 11.
Soit E un espace euclidien et f un endomorphisme de F.

1. On pose g = f* o f. Montrer que :
(a) g est un autoadjoint positif.
(b) si f est inversible alors g est défini positif.
(c) Ker(g) = Ker(f) et Im(g) = Im(f*).
2. Supposons que E est de dimension finie. Soit F' un sev de F, stable par f.
(a) Montrer que F'* est aussi stable par f*.
(b) Montrer que Kerf* = (Imf)* et Imf* = (Kerf)*.
(¢) En déduire que rg(f*) =rg(f).
3. Supposons que Vz € E, (f(z),z) = 0.
(a) Démontrer que f* = —f.
(b) En déduire que Ker(f) = Im(f)*.

Exercice 12.
Soit F/ un espace euclidien de dimension n et f un endomorphisme de F.

1. (a) Montrer que la matrice de f* dans une base orthonormée de E est la transposée de celle de
f.
) En déduire que rg(f*) = rg(f).
(c) Montrer que l'application : f —— f* est un automorphisme involutif de L(F).
(d)
)

G

o

Montrer que pour tous f, g de L(E),ona: (fog)* =g* o f*.
On suppose que f est un automorphisme de E.

Vérifier que Idy, = Idp.

Montrer que f* est un automorphisme et que (f*)~! = (f~1)*.
2. Soit E un espace préhilbertien sur C et f € L(E).

Montrer que f =0 <= Ve € E, < f(x),z >=0.

Exercice 13.
On considére I'espace vectoriel E un R espace vectoriel de dimension finie. Soit ||.|| une norme
sur E vérifiant I'identité du parallélogramme, c’est a dire V(x,y) € E?,
ona: o+ yl + -yl = 20|zl + lyIP).
On se propose de démontrer que ||.|| est associée au produit scalaire.

1
On définit sur E? une application f par : V(z,y) € E?, f(z,y) = Z(Hx +y|* = ||z — yl]?).

Montrer que pour tout V(z,y,2) € E*, on a: f(z + 2z,y) + f(z — z,y) = 2f(z,y).

Montrer que pour tout V(z,y) € E? on a : f(2x,y) = 2f(z,y).

Montrer que pour tout V(z,y) € E? et pour tout entier naturel n, on a : f(nz,y) = nf(x,y).
En déduire que pour tout V(z,y) € E? et pour tout rationnel 7, on a : f(rz,y) = rf(x,y).
En déduire que pour tout V(z,y) € E? et pour tout réel r, on a : f(ra,y) = rf(z,y).
Montrer que pour tout V(u,v,w) € E3 on a: f(u,w) + f(v,w) = f(u+ v, w).

A AN o e

1 1
(Indication : on pourra poser x = é(u +v)ety= §(u —)).
7. Montrer que f est bilinéaire.

8. Montrer que ||.|| est une norme euclidienne.



ALGEBRE 1V
TD3 : Endomorphismes des espaces euclidiens et des espaces hermitiens

Exercice 1.

Soient f et g deux endomorphismes d’un espace euclidien E et A € R. Montrer que :
L. Af+g9)*=\f*"+g"
2. (Idg)* = Idg.

3. (9o f)=[f"oyg"
()=

Exercice 2.
Soit E un espace euclidien, u un endomorphisme de E et u* son adjoint.

1. Montrer que uu* +u*u =0 = u = 0.

2. Montrer que Ker(u*) = (Imu)* et Im(u*) = (Keru)=*.

3. En déduire que u* injective = u surjective et u* surjective = wu injective.
4

. Montrer que Ker(u* ou) = Keru et Im(u* ou) = I'mu*.

Exercice 3.

1. Soit u un endomorphisme symétrique de I’espace euclidien R".
(a) Montrer que u? =0 = u = 0.
(b) En général, montrer que s’il existe un entier p > 1 tel que u? = 0, alors u = 0.

2. Soit A une matrice symétrique a coefficients réels. Montrer que si A% = 0 alors A = 0.

Trouver un contre-exemple pour A non symétrique.

Exercice 4.
Soit E un espace euclidien et f € L(E).

1. On suppose que V z, y € E, (f(z),y) = (z, f(y)). Montrer que Im(f) = Ker(f)=*.
2. On suppose que f conserve l'orthogonalité, c'est a dire Vo, y € E, v L y = f(z) L f(y).

(a) Montrer que [[z]| = [[y|| == [|f (=)[| = [lf(»)]].
(b) Montrer qu'il existe un réel « positif tel que pour tout vecteur z de E, on a || f(z)|| = «||z||.

Exercice 5.
Soit u un endomorphisme symétrique défini positif d’'un espace euclidien F de dimension n et soit
y un vecteur de E. Montrer que I’équation u(z) = y a une unique solution s et que s est le point ou la
fonction suivante définie sur F atteint son minimum

Exercice 6.
Soit f un endomorphisme inversible de I'espace euclidien F de dimension n.

1. B ={ey, - ,e,} une base orthonormée de vecteurs propres de f*o f et soit A; la valeur propre
associée & e; pour j = 1,--- ,n. Calculer les || f(e;)|| en fonction des A;. Existe-t-il des \; nuls?



2. Trouver les meilleurs constantes m et M telles que
Vo € E,mlzl* < [ f(2)]* < Mll=|.

3. Application. On prend £ = R? muni de son produit scalaire usuel et f dans End(E) de matrice

A= (_11 é) Trouver le plus grand réel « tel que || f(z) ||> « || z || pour tout z € E.

Exercice 7.

Soit H un espace hermitien et v € End(H). On pose V' = “ —;u*

1. Montrer que V' est un endomorphisme hermitien .

2. Montrer que Vz € H, Re({u(z),x)) = (V(x), z).

3. Soit A € Sp{u}. Montrer que 3z # 0 dans H, tel que \ = %

Exercice 8.
Soit H un espace hermitien de dimension n.

1. Soit F' un sous-espace vectoriel de H et P l'opérateur de projection orthogonale sur F. Montrer
que P est hermitien et que (P(zx),z) >0, Vx € H.

2. Inversement, soit P € End(H) tel que P> = P et P* = P. Montrer que P est la projection
orthogonale sur I'm(P).

3. Soit P € End(H) tel que P? = P. Montrer que P est la projection orthogonale sur I'm(P*).

Exercice 9.
Soit H un espace hermitien de dimension n. Soit I application identité de H et A € End(H).

1. Montrer que si z est un vecteur propre non nul de A associé a la valeur propre A, et si x est aussi
un vecteur propre non nul de A* associé a la valeur propre pu, alors A\ = 7i. En déduire que A = u
ssi A est est un réel.

2. Montrer que 'opérateur AA* est hermitien et que ses valeurs propres sont positives ou nulles.

3. Soit A une valeur propre non nulle de A.
Que peut-on dire de A si A est anti-hermitien c’est-a- dire si A = —A*.
Que peut-on dire de A si A est anti-unitaire c’est-a- dire si AA* = A*A = —1.
En déduire qu’il n’existe pas d’opérateurs anti-unitaire sur H. Pouvait-on prévoir ce résultat ?

A+ A* A— A*
4. On pose B = —; et C'= 5 Que peut-on dire de B et C'?
i

Soit donc 'opérateur A = B + iC'. Montrer que si AA* = —A*A, alors A = 0y.

5. On pose u = AA* + A*A et v = tu. On suppose que A, A* et u ont un vecteur propre commun x

pour une méme valeur propre A. Montrer que A = 5 ou A = 0.

6. Que peut-on dire de v. En déduire que v et u n’ont pas de valeurs propres communes non nulles.

Exercice 10.
Soit H un espace hermitien de dimension n.

1. Soit B = (ex) une base orthonormée de H.

n
Montrer que Vz € H, on a ||z||* = Z| <me >
k=1



2. Soit A € End(H) et B’ = (€]) une deuxiéme base orthonormée de H.

(a) Montrer que Z [|A*e)||* = Z || Aex||.
k=1

=1

(b) Montrer que Z || Aej||? = Z || Ae|.
I=1 k=1

3. Soit ¢ la forme définie pour A, B € End(H) par p(A, B) = Z < Aey, Bey, > .
k=1
(a) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur End(H) et déduire la norme N associée a ¢.
(b) En déduire que N ne dépend pas de la b.o.n de H choisie.

4. Calculer (N(A))?, tr(AA*) et tr(A*A).

Exercice 11.
Soit £ un espace hermitien de dimension finie n et B une base orthonormée de E.
Soit u un endomorphisme de E. On définit 'application f: E x EF — C
par f(z,y) =< u(x),u(y) >, V(z,y) € E X E.

Montrer que f est une forme sesquilinéaire hermitienne.

Comparer les noyaux de u et de f.

Soit A la matrice de u dans B. Quelle est la matrice de f en fonction de A dans B?
En déduire que pour toute matrice A € M,,(C), on a : rang(*A.A) = rang(A).

Montrer que si u est inversible, la forme f est définie positive.

SN A e

Soit M € M,,(C), une matrice hermitienne dont toutes les valeurs propres sont positives. Montrer
qu’il existe une matrice hermitienne H telle que H> = M (Diagonaliser M & l'aide d’une matrice
unitaire).

7. Démontrer que pour toute matrice A inversible, il existe une matrice hermitienne H

telle que ‘A.A = H?. Démontrer en plus que ‘A=1.H est unitaire.

8. En déduire que si A € M,,(C) est une matrice inversible, alors il existe une matrice unitaire U et
une matrice hermitienne H telles que A =UH.



