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TD4. Anneaux et Polyndmes.

Exercice 1.
Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A.
(1) Montrer que vT = {z € A|3In > 1,2" € I} est un ideéal de A.

(2) Unidéal I d’'un anneau commutatif A est dit primaire si et seulement
si
V(z,y)c A2 zycletzd ] = ye V.

(a) Montrer que I est primaire si et seulement si les diviseurs de zéros
de A/I sont nilpotents.

(b) Montrer que si I est un idéal premier alors I est primaire.

(c) Montrer que si I est un idéal primaire alors v/T est premier.

Exercice 2.
On consideére 'anneau Z[iv/5] et on définit la norme N par N(z) = 2Z.
(1) Montrer que N(zz') = N(2)N(2').

2) Montrer que N(z) =1 & z € Z[iv/5]*.
3) Montrer que Z[iv/5] n’est pas factoriel.
4) Montrer que Z[iv/5] = Z[X]/(X? +5).
5) Déterminer Frac(Z[iv/5]).

Exercice 3.
Soit m € N* et a = v/m?2 + 1. On pose

Zlo]) ={z +ay | z,y € Z}

et w=m + a. Pour a = = + ay € Z[a] on pose N(a) = 22 — a?y>.
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(1) Montrer que Z[a] est un sous-anneau de R.
(2) Montrer que pour tous a,b € Z[a] on a N(ab) = N(a)N(b).

(3) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que a € Z[a]*
I'ensemble des inversibles de Z[a].

(4) Soit a =x + ay € Z[a]* avec x,y € Z et a > 1.
(a) Montrer que y # 0 et que |z| > m.
(b) Montrer que z,y € N* et que a > w.
(c) Montrer que Z[a]* = {£w" | n € Z}.

Exercice 4.

(1) Simplifier A[X]/(X —a),aEAouAest un anneau;
Z[X]/(2X — 1:RIX]/(X2 4+ 1); Z[X]/(X? + 1): Z[X]/(X? + X +1).

(2) Déterminer Z[i]/(7 + 7).

Exercice 5.

Soit p un nombre premier.



(1) Définir un morphisme naturel w: Z[X] — Z,[X]. Montrer que 7 ainsi
defini est surjectif.

(2) Soit P(X) un polynéme unitaire de Z[X]. Montrer que si 7(P(X)) est
irréductible dans Z,[X] alors P(X) est irréductible dans Z[X].

(3) Le polynome X%+ 2X3 + X + 1 est-il irréductible dans Z[X] ?
Exercice 6.
(1) Décomposer P(X) = 6X" —6X" 1 +24X%2 — 12X — 12 avec n > 3 en
facteurs irréductibles dans Z[X].
2) Montrer que X4 —10X3+21X? —10X + 11 est irréductible dans Z[X].
3) Factoriser X° + X + 1 dans Z[X].
4) Factoriser X* — X2 4+ 1 dans Z11[X]en éléments irréductibles.
5) Décomposer X* + 1 dans C[X], R[X], Q[X], Z[X], Z2[X], Z3][X].
Exercice 7.
On considére le polynome P = X4 —10X? + 1 € Q[X].
(1) Déterminer les racines réelles de P.
(2) Montrer que P est irréductible dans Q.
(3) Soit v une racine de P. Montrer que Qo] = {aa® + ba® + ca+ d | a,b,¢,d € Q}.
(4) Montrer que I'anneau-quotient Q[X]/(P) est isomorphe a l'anneau
Q[e-
(5) En déduire que Q[a] est un corps.
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