
UNB�MPI1. Année universitaire 2024-2025.

TD3. Anneaux et Corps

Exercice 1.

Un élément x d'un anneau A est dit nilpotent s'il existe un entier n ≥ 1 tel
que xn = 0. On suppose que A est commutatif, et on �xe x, y deux éléments
nilpotents.

(1) Montrer que x + y est nilpotent.

(2) Montrer que 1A − x est inversible.

(3) Soient u, v ∈ A avec A supposé non commutatif et tel que uv est
nilpotent. Montrer que vu est nilpotent.

Exercice 2.

On considère l'anneau Z[i
√

5] et on dé�nit la norme N par N(z) = zz̄.

(1) Montrer que N(zz′) = N(z)N(z′).

(2) Montrer que N(z) = 1⇔ z ∈ Z[i
√

5]×.

(3) Montrer que Z[i
√

5] ∼= Z[X]/(X2 + 5).

(4) Déterminer Frac(Z[i
√

5]).

Exercice 3.

On considère l'anneau Z[i] = {a + ib | a, b ∈ Z}.
(1) Déterminer Z[i]×

(2) On considère l'application f : Z[i]→ Z/10Z, a + ib 7→ a + 7b.

(a) Montrer que f est un morphisme d'anneaux surjectif.

(b) Déterminer le noyau ker f .

(c) En déduire que Z[i]/ ker f ' Z/10Z.
(d) L'idéal (3 + i) est-il premier dans Z[i].

Exercice 4.

On considère Z[i] = {z = a + ib | a, b ∈ Z}.
(1) Montrer que Z[i] est un sous-anneau de (C,+,×).

(2) On considère la norme N(z) = |z|2 pour tout z ∈ Z[i].

(a) Montrer que N(z) ∈ N.
(b) Montrer que z ∈ (Z[i])× ⇐⇒ N(z) = 1.

(c) Déterminer (Z[i])×.

(3) On considère une application f : Z[i]→ Z/50Z.
(a) Déterminer f(a + ib) sachant que f est un morphisme d'anneaux

dont le noyau est (7 + i), l'idéal engendré par 7 + i. Justi�er la
réponse.

(b) Montrer qu'un tel morphisme f permet d'établir que Z[i]/(7 + i)
est isomorphe à Z/50Z.
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