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TD3. p-Groupes et Théorémes de Sylow
Exercice 1.
Les questions de cet exercice sont indépendantes.

(1) Soit p un nombre premier et n un entier naturel avec p > n. On
considére G un groupe d’ordre pn, et H un sous-groupe de G d’ordre
p. Démontrer que H est un sous-groupe normal de G.

(2) Démontrer qu'un groupe d’ordre 200 n’est pas simple.

Exercice 2.

(1) Soit G un groupe avec |G| = 2005.
(a) Combien peut-il y avoir de 5-Sylow de G ? de 401-Sylow de G 7
(b) On suppose qu'’il existe un unique 5-Sylow noté Hs et un unique
401-Sylow noté Hyp1.
(i) Montrer que ces deux sous-groupes sont cycliques.
(ii) En notant x un génerateur de Hs et y un générateur de Hyo1,
montrer qu'il existe i € Z tel que yry~' = 2. Montrer que
x +— yry ! permet de définir un automorphisme ¢ sur Hs. En

déduire que 5 ne divise pas .

400 401 —

(iii) Montrer que ¢*°! = Id. Montrer que i4°° = 1[5] puis que i
i[5] puis que ¢ = Id.

(iv) En déduire que G = Zagos.

Exercice 3.
(1) Démontrer qu’il n’y a pas de de groupe simple ayant 30,42,105 élé-
ments.

(2) Généraliser aux groupes pgr ou p,q,r sont distincts et premiers avec
p>q>r.

Exercice 4.
On suppose qu’il existe une groupe simple G d’ordre 180.

(1) Montrer que si ns = 6 alors il existe un morphisme non-trivial et
injectif ¢: G — Sg.

(2) En utilisant la signature e: S¢ — {—1, 1}, montrer que G s’identifie a
un sous-groupe de Ag.

(3) En utilisant le fait que Ag est un groupe simple, déduire que ns = 36.

(4) Montrer que G contient dix 3-Sylow.

(5) Soient S,T deux 3-Sylow distincts contenant un méme élément g # e.
Déterminer le cardinal du centralisateur Ca(g) = {z € G | gz = xg}
de g en utilisant l'action de G sur G/Cg(g).

(6) Montrer qu'un groupe d’ordre 18 admet un unique 3-Sylow. Conclu-
sion ?
(7) Déduire des questions précédentes qu’il n’existe pas de groupe simple

d’ordre 180.
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Exercice 5.

(1) Soit G un groupe d’ordre fini n et soit n = p"* py™ - - - p** la décompo-

sition de n en produit de facteurs premier. On suppose que G admet
un unique p;-sous-groupe de Sylow G, pour chaque i =1,2,... k.

(a) Montrer que si x € G, et y € Gy, avec p; # p; alors xy = yu.
(b) En déduire que lapplication
©: Gpy X Gpy X -+ X Gy, = G, (x1,22,...,2%) = T122 - - - Tk,
est un homomorphisme.
(c) Montrer que ¢ est un isomorphisme.
(2) On suppose maintenant que l'ordre de G est n = 255.

(a) Montrer que G posséde un unique sous-groupe distingué H d’ordre
17.

(b) Montrer que G/H est abélien et posséde un unique sous-groupe K
d’ordre 5.

(¢) Soit m: G — G/H la projection canonique. Prouver que 7 !(K)
est un sous-groupe distingué de G.

(d) Montrer que 7~ !(K) est cyclique.



