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TD2. Action de Groupes
Exercice 1.

Montrer que les opérations suivantes sont des actions de groupes :
(1) GL(n,C) x C" = {0cn} — C" —{0cn}, (A, ) — A-x = Ax. Déter-

miner le stabilisateur de e; = (1,0,---,0).
(2) PourE:{ze(Cimz>O}etA:<Z Z)
b
SL(2,R) x E — E, (A,2) —s A.» = 210
cz+d

Déterminer le stabilisateur de z = 3.

Exercice 2.

On note Ag le groupe des permutations paires de 5 éléments. Soient a et
les permutations suivantes :

(12345, (12345
“Tlas5312)7 23145
1. Montrer que G = (a, ) est un sous-groupe de As d’ordre au moins 30.

2. Calculer faf~! et aBa.

3. Déterminer lorbite de 1 pour I’action de G sur 'ensemble X = {1,2,3,4,5}.
En déduire I'indice du stabilisateur de 1.

4. Montrer que le stabilisateur de 1 pour ’action de G contient un élément
d’ordre 2 noté 6 et un élément d’ordre 3 noté A. Calculer AN~ et
AOAL

5. En déduire que le cardinal du stabilisateur de 1 est strictement supé-
rieur & 6 puis, que G = As.

Exercice 3.

Soient n € N* et p un nombre premier. On rappelle que GL(n, Z/pZ) désigne
le groupe des matrices carrées de taille n, inversibles et a coefficients dans
le corps Z/pZ. On note uy, le cardinal de GL(n,Z/pZ) et (e;)i1<i<n la base
canonique de (Z/pZ)".

(1) Définir 'action naturelle du groupe GL(n,Z/pZ) sur (Z/pZ)"™?

(2)

(3) Déterminer en fonction de u,_1 le cardinal du stabilisateur de e;.

(4)

Déterminer le cardinal de ’orbite de e; pour cette action.

Que vaut u; 7 Déterminer u, en fonction de p.

Exercice 4.

(1) Si o € Sy on pose P, = (pij) avec pij = 0,,(j)- Vérifier que 'ensemble
P des matrices de cette forme (i.e. matrices de permutations) est un
groupe isomorphe & S,.

(2) Montrer que P agit sur M,,(K) par translation & gauche. Comment
caractériser cette action 7 Que dire des matrices qui sont dans la méme
orbite ?
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(3) Comment décrire la multiplication & droite par une une matrice de
permutation ?

Exercice 5.
Les questions de cet exercice sont indépendantes.

(1) Montrer que 'application S, x K[X1,...,X,] — K[X1,..., X,,] défi-

nie par
(O’, P(Xl, e Xn)) — (P(Xg(l), e XJ(n)))

est une action de groupe.
Déterminer 'orbite du polynome J];; <, (Xi — X;)

(2) Soit G un groupe et v: G — Aut(G) le morphisme défini par v(g)(z) =
gxg~! pour tout g,z € G.
(a) Déterminer ker ~.
(b) On note Int(G) = im(y). Montrer que Int(G) < Aut(G).
(c) Calculer Aut(S3) et Int(Ss).



