UNB /MPI /L3-Maths Mai 2024
TD de Calcul Différentiel

Exercice 1

Soient a, b deux réels strictement positifs. On pose pour tout (z,y) € R?:
N(z,y) = \/a’z? + b*y?
1. Prouver que NN est une norme.

2. Dessiner la boule de centre (0,0) et de rayon 1.

3. Déterminer le plus petit réel p > 0 tel que N(z,y) < py/z2+y? V(x,y) € R? et le plus
petit réel ¢ > 0 tel que /22 + 32 < ¢N(x,y) V(z,y) € R

Exercice 2

Soit E l'espace vectoriel des fonction de classe C! définies sur le segment [0,1]. On pose pour
fekE;:

Nl(f)=/0 [f(@)ldz,  No(f) = sup |f(z)], Ns(f) = sup |f'(x)]+ [f(0)]

z€[0,1] z€[0,1]
1. Montrer que N;, Ny et N3 sont des normes sur F.

2. Montrer que pour tout f € F|
Ni(f) < Nao(f) < Ns(f).

3. (a) On pose pour f € E, v(f)= f(1).
Montrer que l'application v est continue de (F, N3) dans R.

(b) Soit T': E — F définie pour tout f € E par:

T(f)(x) = /0 “rdt, e e 0,1]

Montrer que T est continue de (F, N3) dans (E, N3)

Exercice 3

Soit E une une application linéaire de E vers I et surjective (1. e f € L(E, F') et surjective)
Montrer que pour que f soit un isomorphisme il faut et il suffit qu’il existe deux constantes stricte-
ment positives m et M telles que, pour tout x € E,

mle|le < ||f(@)]lr < M|



Exercice 4

1.

Soit E un espace vectoriel sur lequel toutes les normes sont équivalentes. Montrer que toute
forme linéaire est continue sur E.

Montrer que sur un espace vectoriel normé de dimension infinie, il existe des formes linéaires
non continues. Conclure que toutes les normes sur un espace vectoriel normé sont équivalentes
si et seulement si il est de dimension finie.

Soit E = C(][0, 1]) 'ensemble de toutes les fonctions continues sur le segment [0, 1] & valeurs
dans R.

1
Montrer que les normes || f||oc = sup |f(¢)| et ||f||i = / |f(t)|dt définies sur E ne sont pas
0<t<1 0

équivalentes.

Exercice 5

Soit E un espace vectoriel sur K.

1.
2.
3.

Montrer que 'application ¢ : K x F — E, (A, z) — ¢(\, x) = Az, est continue.
Montrer que 'application £ : B x E — E; (z,y) — x + y est lipschitzienne de rapport 2.

Montrer que la fonction f définie par

fz) =

T
max{1, |||}

est 2— lipschitzienne.

Exercice 6

Soit u € Lg(V,W). Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

1.

2
3
4.
)

u est continue en tous points de V.

. u est continue en Oy .

. u est bornée sur la boule unité fermé By (0,1) de V.

AM >0, Ve eV, |u@)|w < Mlzy.

. w est lipschitzienne: 3 M > 0, Va,y € V, |lu(z) — u(y)||lw < M|z —y|v.

Exercice 7

Montrer qu’une forme linéaire définie sur un espace vectoriel normé E est continue, si et seulement
si son noyau est fermé dans E.

Exercice 8

Soient p,q € N* et f : R? — R I'application définie par:

Py

- sl (z,y) # (0,0)
flz,y) = vty

0 si(z,y)=(0,0).



1. Pour quelles valeurs de p et ¢ 'application f est-elle continue sur R2?
2. Pour quelles valeurs de p et ¢ 'application f est-elle différentiable sur R??
3. Pour quelles valeurs de p et ¢ I'application f est-elle de classe C! sur R??

4. Pour quelles valeurs de p et ¢ l'application f est-elle différentiable au sens de gateaux au
point (0,0)?.

Exercice 9

Soit f: R? — R défini par f(z,y) = zy

22 _ 12

x2+y2

si (x,y) # (0,0) et f(0,0) =0.

1. f est-elle continue sur R??
2. f est-elle de classe C! sur R??

3. f est-elle différentiable sur R??

| Exercice 10]
Soit f(z,y) =y* — 2’y +2* et D={(z,y) eR?: 2> -1 <y <1-—2*}.

1. Représenter D et trouver une paramétrisation de I', le bord de D.
2. Justifier que f admet un maximum et un minimum sur D.

3. Déterminer les points critiques de f.

4. Déterminer le minimum et le maximum de f sur I'.

5. En déduire le minimum et le maximum de f sur D.

’Exercice 11‘

Soit f : R® — R? une application de classe C' et g : R? — R* I'application définie par
g(u,v) = f(cosu + sinv;sinu + cosv, e*~").

1. Montrer que g est de classe C!.

2. On suppose que f est différentiable au point A = (1,1,1) de R3, et que sa différentielle en ce
point est, en convenant d’identifier une application linéaire de R?® dans R?® avec sa matrice,

ra=(y 2 )

Déterminer la différentielle de g au point B(7, 7).
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