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CHAPITRE 1

CALCUL DES PROBABILITÉS

1.1. Dénombrement

1.1.1. Tirages successifs avec remise : listes

Problème : Soient n et p deux entiers naturels non nuls. Dans une population d’effectif n, on
effectue l’expérience aléatoire qui consiste à extraire successivement, avec remise, p individus. On
note que le même individu peut être choisi plusieurs fois et on peut donc avoir p > n.
Définition 1.1. Les résultats de ces tirages successifs rangés dans l’ordre de leur obtention consti-
tuent une liste à p éléments ou p−liste.
Proposition 1.1. Le nombre de listes à p éléments est np.
Preuve. En effet à chaque tirage le nombre d’issues possibles est n et puisqu’on effectue p tirages
successifs le nombre de p-listes est bien np. �

Exemple 1.1. Une urne contient 8 boules numérotée de 1 à 8. On tire successivement 5 boules,
en notant après chaque tirage le numéro obtenu puis en remettant la boule tiré dans l’urne avant le
tirage suivant. Le résultat obtenu par exemple 27244 est une 5-liste. L’ordre intervient et les éléments
sont distincts ou non. Le nombre total de 5-listes dans un ensemble à 8 éléments est 85=32768.

1.1.2. Tirages successifs sans remise : arrangements

Problème : Soient n et p deux entiers non nuls. Dans une population d’effectif n, on effectue
l’expérience aléatoire qui consiste à extraire successivement et sans remise p individus. On note que
le même individu ne peut pas être choisi plusieurs fois et que p ≤ n. Ces tirages successifs sans
remise sont dits tirages exhaustifs.
Définition 1.2. Les résultats de ces tirages successifs rangés dans l’ordre de leur obtention consti-
tuent un arrangement de p éléments distincts choisis parmi n .
Proposition 1.2. Le nombre d’arrangement de p éléments choisis parmi n est noté Apn et on a :

(1.1) Apn = n × (n − 1) × . . . × (n − p + 1).

Preuve. En effet le nombre d’issus possibles pour le premier tirage est n, il n’est plus que de (n−1)

pour le deuxième, (n − 2) pour le troisième et ainsi de suite jusqu’au pème tirage ou le nombre de
possibilités est n− (p− 1) = n− p+ 1. D’où on a bien Apn = n× (n− 1) × (n− 2) × . . .× (n− p+ 1). �
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Chapitre 1. Calcul des probabilités

Exemple 1.2. On reprend l’urne de l’exemple 1.1, un exemple d’arrangement de 5 éléments parmi
8 est 25347. L’ordre intervient et tous éléments sont distincts. Le nombre total d’arrangement de 5
éléments dans un ensemble à 8 éléments est A5

8 = 6720.
Définition 1.3. Soit n un entier naturel non nul. On appelle factoriel n le nombre entier noté n!

et défini par

(1.2) n! = 1 × 2 × . . . × (n − 1) × n.

Remarque 1.1. Par convention on pose 0! = 1.
Le nombre de d’arrangement de p éléments choisis parmi n est :

(1.3) Apn =
n!

(n − p)!
.

Définition 1.4. Un arrangement de n éléments choisis parmi n est une permutation. Le nombre
de permutation dans un ensemble à n éléments est n!.

1.1.3. Tirages simultanés : combinaisons

Problème : Soient n et p deux entiers naturels non nuls. Dans une population d’effectif n, on
effectue l’expérience aléatoire qui consiste à extraire simultanément et donc sans remise p individus.
On note que le même individu ne peut pas être choisi plusieurs fois et que p ≤ n.
Définition 1.5. Le résultat de ce tirage simultané est une combinaison de p éléments choisis parmi
n. La notion d’ordre n’intervient plus et une telle combinaison est un ensemble à p éléments distincts.
Proposition 1.3. Le nombre de combinaisons de p éléments choisis parmi n est

(1.4) Cpn =
n!

p!(n − p)!
.

Preuve. En effet chaque combinaison à p éléments engendre p! arrangements à p éléments donc le
nombre de combinaisons àp éléments choisis parmi n est :

Cpn =
1

p!
Apn =

n!

p!(n − p)!
.

�

1.1.4. Propriétés des coefficients Cpn
Proposition 1.4 (Symétrie des coefficients). Soit n un entier naturel non nul et p un entier naturel
inférieur à n. Alors on a :

(1.5) Cpn = C
n−p
n .

Preuve. En effet soit E un ensemble de cardinal n. A toute partie F de E de cardinal p on
peut associer bijectivement une partie à (n − p) éléments à savoir son complémentaire dans E. Il
y a donc le même nombre de parties à p éléments que de parties à (n − p) éléments c’est-à-dire :
Cpn = C

n−p
n . �

Proposition 1.5 (Relation de Pascal). Soit n un entier naturel non nul et p un entier naturel
inférieur à n. Alors on a :

(1.6) Cpn = C
p−1
n−1 +C

p
n−1.

Preuve. En effet soit n et p deux entiers naturels non nuls tels que n − 1 ≥ p et E un ensemble de
cardinal n. Soit C l’ensemble des combinaisons à p éléments de E, alors Card(C) = Cp

n . Soit a un
élément fixé de E. Considérons la partition de E en deux sous ensembles :
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1.1. Dénombrement

— L’ensemble A des éléments de C contenant a.
— L’ensemble D des éléments de C ne contenant pas a.
— Une combinaison de A contient a et (p − 1) autres éléments de E à choisir parmi les (n − 1)

qui restent. Donc Card(A) = Cp−1
n−1.

— Une combinaison de D contient p éléments de E à choisir parmi (n − 1) éléments car a ne
peut pas être choisi. Donc Card(D) = Cp

n−1 .
— Comme C = A ∪D avec A ∩D = ∅ alors Cpn = C

p−1
n−1 +C

p
n−1 .

�

Exercice 1.1. La formule (1.6) permette de construire un tableau appelé triangle de Pascal. En
utilisant la formule (1.6), compléter le tableau suivant :

C0
0

C0
1 C1

1

C0
2 C1

2 C2
2

C0
3 C1

3 C2
3 C3

3

C0
4 C1

4 C2
4 C3

4 C4
4

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

Proposition 1.6. Soient a et b deux nombres réels et n un entier naturel non nul alors :

(1.7) (a + b)n =
n

∑
p=0

Cpna
pbn−p =

n

∑
p=0

Cpnb
pan−p.

Proposition 1.7 (Ensemble des parties d’un ensemble). Soit E un ensemble de cardinal n alors
l’ensemble des parties de E, noté P(E) à 2n éléments.
Exercice 1.2. Démontrer la formule de Newton et vérifier que Card(P(E)) = 2n où n est le
cardinal de E .
Exercice 1.3.
1) Montrer que pour tout entier n et p tels que 1 ≤ p ≤ n on a : pCpn = nC

p−1
n−1.

2) Montrer que pour tout entier n et p tels que 2 ≤ p ≤ n on a : p(p − 1)Cpn = n(n − 1)Cp−2n−2.
Exercice 1.4 (Relation de Vandermonde). Soient a, b et p des entiers naturels tels que : 0 ≤ p ≤ a+b.
Montrer que

(1.8) Cpa+b =
p

∑
k=0

CkaC
p−k
b .

1.1.5. Récapitulatif

Tirage de un échantillon de p éléments dans une population de n individus où p et n sont deux
entiers naturels.

Méthode de tirage Conditions Nombre de tirages
Tirage successif avec remise : listes n et p non nuls np

Tirage successif sans remise : arrangement 0 ≤ p ≤ n Apn
Tirage silultanné 0 ≤ p ≤ n Cpn
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Chapitre 1. Calcul des probabilités

1.2. Calcul des probabilités

1.2.1. Espaces probabilisés

Soient (Ω) un ensemble (fini ou non, dénombrable ou non), appelé univers et P(Ω) l’ensemble des
parties de Ω. Soit Σ une partie de P(Ω).
Définition 1.6. Σ est appelée tribu ou espace des évènements si elle vérifie les axiomes suivants :

(1) Ω est un élément de Σ : Ω ∈ Σ ;
(2) Σ est stable par réunion dénombrable : si (Ai)i∈I ⊂ Σ alors ⋃

i∈I
Ai ∈ Σ ;

(3) Σ est stable par complémentarité : si A ∈ Σ alors Ā ∶= {ω ∈ Ω ∶ ω ∉ A} ∈ Σ.
Les éléments de Σ sont appelés des évènements.
Définition 1.7. Le couple (Ω,Σ) est appelé espace probabilisable.
Exemple 1.3. Les couples (Ω,P(Ω)) et (Ω,{Ω,∅}) sont des exemples d’espaces probabilisables.
Exercice 1.5. Montrer que si A et B sont des évènements alors A ∩B, A ∪B et A∆B sont aussi
des évènements.
Définition 1.8. Un système complet d’évènements (ou une partition de Ω) est une partie {A1;A2; . . . ;An}

de P(Ω) formée d’évènements deux à deux incompatibles et dont la réunion est l’univers Ω :

(1.9) ∀i, j ∈ I ∶ i /= j, on a Ai ∩Aj = ∅ et
n

⋃
i=1
Ai = Ω.

Définition 1.9. On appelle probabilité sur (Ω,Σ) toute fonction P ∶ Σ→ [0; 1] telle que :

(1) P(Ω) = 1 ;

(2) A1;A2; . . . ;An est une famille dénombrable d’évènements deux à deux incompatibles de Σ

alors

P(
n

⋃
i=1

Ai) =
n

∑
i=1

P(Ai).

Remarque 1.2. En particulier si A et B sont deux évènements incompatibles alors

P(A ∪B) = P(A) +P(B).

Définition 1.10. Le triplet (Ω; Σ; P) est appelé espace probabilisé.
Propriété 1.1. Pour tout espace probabilisé (Ω; Σ; P), on a :

(1) Si A et A sont deux évènements contraires alors P(Ā) = 1 −P(A) ;

(2) P(∅) = 0 ;

(3) Pour tous évènements A et B ; P(A) = P(A ∩B) +P(A ∩ B̄) ;

(4) Pour tous évènements A et B tel que A ⊂ B on a : P(A) ≤ P(B) ;

(5) Pour tous évènements A et B on a : P(A ∪B) = P(A) +P(B) −P(A ∩B).

Proposition 1.8. Pour toute suite de n évènements (A1;A2; . . . ;An) on a la formule suivante
appelée formule de Poincaré :

P(
n

⋃
i=1

Ai) =
n

∑
i=1

P(Ai)− ∑
1≤i<j≤n

P(Ai∩Aj)+ ∑
1≤i<j<k≤n

P(Ai∩Aj∩Ak)− . . .+(−1)n−1P(A1∩A2∩ . . .∩An).

Exercice 1.6. Écrire la formule de Henri Poincaré pour les évènements A ; B et C.
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1.2. Calcul des probabilités

1.2.2. Probabilités conditionnelles

Définition 1.11. Soient (Ω; Σ; P) un espace probabilisé et A un évènement de probabilité non
nulle. On appelle probabilité conditionnelle relative à A ou sachant A , la fonction PA ∶ Σ → [0; 1]

telle que pour tout évènement quelconque B de Σ, on ait :

(1.10) PA(B) =
P(A ∩B)

P(A)
.

On note aussi cette probabilité P (B/A).
Remarque 1.3. La probabilité conditionnelle de A sachant B représente la probabilité que l’évè-
nement A se réalise lorsqu’on sait déjà que l’évènement B sait réalisé.
Proposition 1.9. Soit (Ai)i∈I un système complet d’évènements de probabilités non nulles. Alors
pour tout évènement B on a :

▸ Formule des probabilités totales :

P(B) = ∑
i∈I

P(Ai ∩B) = ∑
i∈I

P(Ai) ×PAi
(B);

▸ Formule de Bayes :

∀i ∈ I, PB(Ai) =
P(Ai) ×PAi

(B)

∑
i∈I

P(Ai) ×PAi
(B)

.

Preuve. En exercice. �

Remarque 1.4 (Arbre de probabilité conditionnelle).

R

A

Ā

B

B̄

B

B̄

Exercice 1.7. Dans une région d’un pays, 15% de la population est atteinte par un certain virus.
On met en place un test de dépistage . On tire au hasard un individu dans la région. Tous les
individus ont la même probabilité d’être choisis. On note

• A l’évènement « l’individu est sain »,
• B l’évènement « l’individu est contaminé »,
• C l’évènement « l’individu a un test négatif »,
• D l’évènement « l’individu a un test positif ».

La probabilité qu’un test soit positif sachant que le sujet est sain est 0,004. La probabilité qu’un
test soit négatif sachant que le sujet est contaminé est 0,024.
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Chapitre 1. Calcul des probabilités

1) Déduire de l’énoncé, P(A), P(B), PA(D) et PB(C).
2) Calculer la probabilité que le test soit positif et l’individu sain.
3) Calculer la probabilité que le test soit négatif et l’individu contaminé.
4) En déduire la probabilité que le test soit erroné.

1.2.3. Évènements indépendants

Définition 1.12. Deux évènements A et B sont dits indépendants pour la probabilité P si et
seulement si P(A ∩B) = P(A) ×P(B).
Remarque 1.5. Si les évènements A et B sont indépendants pour la probabilité P alors on a
P (B/A) = P (B) .
Définition 1.13.

▸ (Ai)i∈I est une famille dénombrable d’évènements deux à deux indépendants pour la proba-
bilité P , si et seulement si : ∀(i; j) ∈ I2 où i ≠ j ; on a P(Ai ∩Aj) = P(Ai) ×P(Aj).

▸ (Ai)i∈I est une famille dénombrable d’évènements deux à deux indépendants pour la proba-
bilité P , si et seulement si pour toute sous-famille finie K d’indices de I on a

P( ⋂
i∈K

Ai) = ∏
i∈K

P (Ai).

Exercice 1.8.
1) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

• Les évènements A et B sont indépendants,
• Les évènements A et B sont indépendants,
• Les évènements A et B sont indépendants,
• Les évènements A et B sont indépendants.

2) Les évènements A1;A2; . . . ;An sont mutuellement indépendants si et seulement si :

P(A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An) = P(B1 ∩B2 ∩ . . . ∩Bn) avec Bi = Ai ou Bi = Ai .

Exercice 1.9. On considère deux évènements A et B d’un espace probabilisé (Ω,Σ,P) tels que
P(A) = 0,72 et P(B) = 0,19. Calculer P(A ∪B) dans chacun des cas suivants :

a) A et B sont incompatibles.
b) A et B sont indépendants.
c) P(A ∩B) = 0,07.

1.2.4. Notion d’équiprobabilité

Soit l’univers Ω = {ω1, . . . , ωn}. On dira qu’il y a équiprobabilité si

(1.11) ∀i ∈ {1, . . . , n}, P({ωi}) =
1

n

c’est-à-dire que chacun des résultats possibles de l’expérience a la même probabilité de se réaliser.
Dans le cas d’équiprobabilité des évènements élémentaires, si A est un évènement quelconque, alors
on a :

(1.12) P(A) =
nombre de cas favorable
nombre de cas possible

.

Exercice 1.10. On dispose d’une pièce équilibré et de deux urnes. U1 contient une boule blanche
et cinq boules noires, U2 contient trois boules blanches et trois boules noires. On lance la pièce,
si on obtient face, on tire une boule dans l’urne U1, sinon on tire une boule dans U2. Calculer la
probabilité des évènements, suivants :
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1.2. Calcul des probabilités

— A : « on obtient face et on tire une boule blanche ».
— C : « on obtient une boule blanche ».

Idée : présenter l’expérience par un arbre de probabilité
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CHAPITRE 2

LOIS DE PROBABILITÉ DISCRÈTES

2.1. Variables aléatoires (v.a)

Soit (Ω,Σ,P) un espace probabilisé.
Définition 2.1. On appelle v.a réelle (ou aléa numérique) toute application X ∶ Ω → R telle que
l’image réciproque X−1(I) = {ω ∈ Ω ∣ X(ω) ∈ I} de tout intervalle I de R soit un événement de Σ.
Exemple 2.1. On définit une v.a en associant à chaque résultat d’une épreuve un gain financier
(positif ou négatif).
L’ensemble des valeurs prises par X est notée X(Ω) . Trois cas peuvent se présenter :

♣ X(Ω) = {x1;x2; . . . ;xn} ensemble fini de nombres. On dit que X est une v.a discrète finie.
♣ X(Ω) = {x1;x2; . . . ;xn; . . .} ensemble infini dénombrable de nombres. On dit que X est une

v.a discrète infinie.
♣ X(Ω) est un intervalle ou une réunion d’intervalles de R. On ne peut plus « énumérer » les

valeurs prises. On dit que X est une v.a. continue.
Dans le cas où Ω = {ω1;ω2; . . .} et où X est une v.a discrète on peut définir une probabilité sur
X(Ω) de la manière suivante.
Définition 2.2. On appelle loi de probabilité de X l’application PX ∶ X(Ω) → [0; 1] définie par

PX(xi) = P(X = xi) = P({ωj ∈ Ω ∣ X(ωj) = xi}).

On notera dans la suite PX par P. Notons que P(X = xi) = pi représente en fait la probabilité
d’apparition de l’événement antécédent {ωj ∈ Ω ∣ X(ωj) = xi} par X du réel xi.
L’ensemble des valeurs pi vérifient∑

i

pi = 1 et peut être représenté par un « diagramme en bâton ».

X

pi

p1
p2

p3
pn

x1 x2 x3 xn. . .

8



2.2. Éléments caractéristiques d’une v.a discrète

La donnée de (xi;pi)i définie la loi de probabilité de la v.a X. Dans le cas où X(Ω) est fini, on
présente généralement la loi de probabilité de la v.a X par le tableau suivant :

X : xi x1 x2 . . . xn
P (X = xi) p1 p2 . . . pn

Définition 2.3. On appelle « fonction de répartition » de X, la fonction FX ∶ R → [0; 1] tel que
pour tout réel x , FX(x) = P (X < x). On a alors FX(x) = ∑

xi<x
pi =(somme des pi tels que xi < x ).

La fonction de répartition est définie sur R , constante par intervalle, non décroissante continue à
gauche et vérifie : lim

x→−∞FX(x) = 0 et lim
x→+∞FX(x) = 1 .

x1 x2 xn xn+1

1

FX(x)

(. . .)(. . .) X

2.2. Éléments caractéristiques d’une v.a discrète

Définition 2.4. L’espérance mathématique (ou moyenne) résume la v.a X en une valeur :

E(X) = ∑
i

pixi.

Définition 2.5. La variance résume l’écart entre les valeurs de X et E(X) :

V (X) = ∑
i

pi(xi −E(X))
2
= ∑

i

pix
2
i − [E(X)]

2

et l’écart type : σX =
√
V (X).

Remarque 2.1. Notons que σX et V (X) sont toujours positifs.
Définition 2.6. On dit que X est :

• centrée si E(X) = 0,
• réduite si V (X) = 1,
• centrée et réduite si E(X) = 0 et V (X) = 1.

Exercice 2.1. Une urne contient 10 boules. Sur chacune d’elle on a inscrit un nombre suivant le
tableau ci-dessous :

Nombre inscrit 5 6 10 11 12 13 14
Nombre de boule 1 2 1 3 1 1 1

Un joueur mise 10 euros, tire une boule au hasard et reçoit la somme (en euros) inscrite sur la boule.
Toutes les boules ont la même probabilité d’être tirées.
1) Le joueur joue une fois. On note p1 la probabilité qu’il perd de l’argent et p2 la probabilité qu’il
reçoit plus de 10 euros. Donner p1 et p2.
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Chapitre 2. Lois de probabilité discrètes

2) Soit X la variable aléatoire, qui à chaque tirage, fait correspondre le « gain » du joueur.
2.1) Quelles sont les valeurs prises par la v.a X ?
2.2) Déterminer la loi de probabilité de X.
2.3) Calculer l’espérance mathématique de X.
2.4) Déterminer la variance et l’écart type de X.
2.5) Construire dans un repère orthogonal la courbe de la fonction de répartition de X.

2.3. Opérations sur les variables aléatoires discrètes

Soient X = (xi;pi)i et Y = (yj ; qj)j deux v.a discrètes.
Définition 2.7. On appelle covariance du couple de v.a (X,Y ), le nombre (s’il existe) noté et
définit par :

Cov(X,Y ) = ∑
i,j

pij(xi −E(X))(yj −E(Y )) = ∑
i,j

pijxiyj −E(X)E(Y )

où pij = P (X = xi, Y = yj) est la loi conjointe du couple (X,Y ).
- La loi marginale de X est définie par :

pi = P (X = xi) = ∑
j

P (X = xi, Y = yj).

- La loi marginale de Y est définie par :

qj = P (Y = yj) = ∑
i

P (X = xi, Y = yj).

- Le coefficient de corrélation entre X et Y est :

R(X,Y ) =
Cov(X,Y )

σ(X)σ(Y )
=

Cov(X,Y )
√
V (X)V (Y )

.

- Les variablesX et Y sont dit indépendantes si et seulement si pour tout i et j, on a pij = piqj .
Propriété 2.1. Soient X , Y deux v.a, a ; b , a′ et b′ des réels. Alors on a :

(1) E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ) (L’espérance est une application linéaire) ;

(2) V (aX + b) = a2V (X) ;

(3) σ(aX + b) = ∣a∣σ(X) ;

(4) V (X + Y ) = V (X) + V (Y ) + 2Cov(X,Y ) ;

(5) Cov(X,Y ) = E(XY ) −E(X)E(Y ) (utile pour le calcul) ;

(6) Cov(aX + b, a′Y + b′) = aa′Cov(X,Y ) ;

(7) R(aX + b, a′Y + b′) = aa′
∣aa′∣R(x,Y ) avec a et a′ non nuls ;

(8) −1 ≤ R(X,Y ) ≤ 1 ;

(9) Si X et Y sont indépendantes alors on a :

(a) V (X + Y ) = V (X) + V (Y ) ;

(b) E(XY ) = E(X)E(Y ) et dans ce cas Cov(X,Y ) = 0.

2.4. Quelques lois théoriques discrètes

Les Lois qui suivent sont les plus fréquemment rencontrées dans les problèmes pratiques.
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2.4. Quelques lois théoriques discrètes

2.4.1. Loi de Bernoulli : B(p)

a. Schéma : Expérience aléatoire à deux issues, l’une de valeur 1 avec probabilité p et l’autre de
valeur 0 avec probabilité q = 1 − p.

La v.a X = « résultat ou numéro tiré » suit une loi de Bernoulli de paramètre p. On note X ↝B(p).
b. Propriétés :

(1) Les valeurs possibles de X : X(Ω) = {0; 1} ;

(2) Loi de probabilité de X : P(X = 0) = q et P(X = 1) = p ;

(3) Les paramètres statistiques : E(X) = p et V (X) = pq

2.4.2. Loi uniforme : U (n)

a. Schéma : Triage au sort d’un numéro entre 1 et n.

b. Propriétés :

(1) Les valeurs possibles de X : X(Ω) = {1; 2; . . . ;n} ;

(2) Loi de probabilité : pour tout k = 1; 2; . . . ;n on a : P (X = k) = 1
n ;

(3) Les paramètres statistiques : E(X) =
n + 1

2
et V (X) =

n2 − 1

12

2.4.3. La loi géométrique : G (p)

a. Schéma : Soit A un événement attaché à une expérience aléatoire de probabilité p (on posera
q = 1−p la probabilité de l’événement contraire de A ). L’expérience est répétée de façons identiques
et indépendantes et l’on considère la variable aléatoire X égale au nombre d’expériences nécessaires
pour obtenir pour la première fois la réalisation de l’événement A. On dit que X suit une loi
géométrique de paramètre p et on note que X ↝ G (p).

b. Propriétés :

(1) Valeurs prise par X : X(Ω) =N∗ ;

(2) Loi de probabilité de X : pour tout naturel non nul n on a : P (X = n) = qn−1p ;

(3) Paramètres statistiques : E(X) =
1

p
et V (X) =

q

p2
.

2.4.4. La loi hypergéométrique : H (N,B,n)

a.Schéma : Dans une urne se trouventN boules dont B boules blanches. On tire d’un coup n boules.
Le nombre X de boules blanches dans ce tirage est une v.a suivant une loi hypergéométrique qui
dépend des trois paramètres N , B et n. On note X ↝H (N,B,n).

b. Propriétés :

(1) Valeurs prise par X : X(Ω) = {0; 1; . . . ;n} si n ≤ B ;

(2) Loi de probabilité de X : pour tout k = 0; 1; 2; . . . ;n on a : P (X = k) =
CkB ×C

n−k
N−B

CnN
;

(3) Paramètres statistiques : E(X) = n
B

N
et V (X) = nBN (1 − B

N )(N−nN−1 ).

11



Chapitre 2. Lois de probabilité discrètes

2.4.5. Loi binomiale : B(n;p)

a. schéma : Soit A un événement attaché à une expérience de probabilité p ; on posera q = 1 − p la
probabilité de l’événement contraire de A . L’expérience est répétée n fois de façons identiques et
indépendantes et l’on considère la v.a X égale au nombre de réalisation de l’événement A. On dit
que X suit une loi binomiale de paramètres n et p et on note : X ↝B(n;p).

b. Propriétés :

(1) Valeurs prise par X : X(Ω) = {0; 1; . . . ;n} ;

(2) Loi de probabilité de X : Pour tout k = 0; 1; 2; . . . ;n on a : P (X = k) = Cknp
kqn−k ;

(3) Paramètres statistiques : E(X) = np et V (X) = npq .

2.4.6. Loi de Poisson P(λ)

a. Schéma : c’est le processus de Poisson :
• un événement aléatoire peut se produire dans un intervalle de temps ∆t (exemple : arri-
vée d’une ou plusieurs personnes à un guichet, file d’attente, appels téléphoniques dans un
standard,. . . ) ;

• dans cet intervalle, il se produit avec la probabilité α∆t ;
• ces événements se produisent relativement régulièrement et son indépendants les uns des
autres.

Alors la v.a X = « nombre d’événements se produisant durant l’intervalle de temps [a, b]» est une
v.a suivant une loi de Poisson de paramètre λ = (b − a)α et on note : X ↝P(λ).

b. Propriétés :

(1) Valeurs prise par X : X(Ω) = N ;

(2) Loi de probabilité de X : pour tout naturel k on a : pk = P (X = k) = e−λ
λk

k!
;

(3) Paramètres statistiques : E(X) = λ = V (X).

Remarque 2.2. Pour tout entier naturel k on a :
pk+1
pk

=
λ

k + 1
et p0 = e−λ.

c. Somme de deux Lois de Poissons : Si X1 ↝ P(λ1) , X2 ↝ P(λ2) et X1 et X2 sont
indépendantes alors X1 +X2 ↝P(λ1 + λ2).

d. La loi de Poisson comme loi limite de la loi Binomiale Soit X ↝B(n;p). Supposons que
n et p sont liés et lim

n→+∞np(n) = λ. On démontre alors que

lim
n→+∞C

k
np

kqn−k = e−λ
λk

k!
.

C’est-à-dire la loi de Poisson est une approximation de la loi binomiale et on peut écrire : X ↝

P(np).
Conditions d’approximation : Si (n ≥ 30, p ≤ 0,1 et np < 15) alors B(n;p) ≅ P(λ = np).
Remarque 2.3. Cette loi de Poisson est tablée.
Exercice 2.2. Une usine chimique, située près de la station balnéaire les EAUX CLAIRES, rejette
en mer des déchets contenant des produits toxiques. Les rejets quotidiens sont indépendants les
uns des autres. Les contrôles sont effectués chaque soir à 23 heures et ont valeur de norme pour le
lendemain. La baignade est autorisée les jours où la masse de déchets rejetés est inférieure à 1650 kg.
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2.4. Quelques lois théoriques discrètes

Un grand nombre de contrôles journaliers a permis d’établir que la probabilité, qu’un jour donné,
la baignade soit autorisée est 0,94.
1) Sur une période de quinze jours consécutifs, on note Y la variable aléatoire qui prend pour valeur
le nombre de jours où la baignade est interdite.

1.1) Quelle est la loi de probabilité de Y ? Préciser ces paramètres.
1.2) Une famille vient passer quinze jours consécutifs à la station balnéaire les EAUX CLAIRES.

Calculer la probabilité que, durant son séjour, la baignade ne soit jamais interdite.
2) On note Z la variable aléatoire qui prend pour valeur le nombre de jours où la baignade est
interdite durant les mois de juillet et août, c’est–à–dire pendant 62 jours.

2.1) Quelle est la loi de probabilité de Z ? Préciser ces paramètres.
2.2) Justifier l’approximation de la loi de Z par une loi de Poisson P(λ). Préciser λ.
2.3) Calculer alors la probabilité que durant la saison juillet-août la baignade soit interdite plus

de trois jours.
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CHAPITRE 3

LOIS DE PROBABILITÉ CONTINUES

Nous avons vu dans le chapitre précédent que les valeurs prise par une v.a réelle pouvaient être
un intervalle ou une réunion d’intervalle. Nous en étudierons une classe particulière vérifiant la
condition suivante : pour tout réel a P(X = a) = 0.

3.1. Généralités sur les v.a aléatoires continues

Définition 3.1. Soit f ∶R→R une fonction vérifiant les trois conditions suivantes :

(1) f est intégrable,

(2) f est positive sur R,

(3) ∫
R

f(x)dx = ∫
+∞

−∞
f(x)dx = 1.

Alors f est appelée densité de probabilité associée à une v.a X dite absolument continue.
Définition 3.2. Soit X une v.a continue de densité de probabilité f . On appelle fonction de répar-
tition de X, la fonction FX ∶R→R définie par

(3.1) FX(x) = P (X < x) = ∫
x

−∞
f(t)dt, ∀x ∈R.

Remarque 3.1. Si FX est dérivable (sauf peut être en quelques points) alors sa dérivée est f .
Notons que les propriétés de FX sont les mêmes que dans le cas discret néanmoins dans le cas
continue FX est continue sur R et partout où FX est dérivable on a F ′

X = f .

3.2. Éléments caractéristiques

Ces notions généralisent celles déjà vues dans le cas discret.
Définition 3.3. On appelle espérance mathématique d’une v.a continueX de densité de probabilité
f , le nombre E(X) (s’il existe) défini par

(3.2) E(X) = ∫
R

xf(x)dx (sous réserve de convergeance de l’intégrale).

Définition 3.4. On appelle variance d’une v.a continue X de densité de probabilité f , le nombre
V (X) (s’il existe) défini par
(3.3)
V (X) = ∫

R

(x−E(x))2f(x)dx = ∫
R

x2f(x)dx−[E(x)]2 (sous réserve de convergeance de l’intégrale).
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3.4. Quelques lois théoriques continues

Définition 3.5. Soit k un entier naturel non nul.

(1) On appelle moment centré d’ordre k le nombre s’il existe

Mk(X) = ∫
R

(x −E(x))kf(x)dx.

(2) On appelle moment d’ordre k le nombre s’il existe

µk(X) = ∫
R

xkf(x)dx.

Remarque 3.2. En particulier, µ1(X) = E(X), µk(X) = E(Xk), M2(X) = V (X) et M1(X) = 0.
Exercice 3.1. Soit f ∶R→R la fonction définie par

f(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0 si t ∉ [−1; 1]

t + 1 si t ∈ [−1; 0]

−t + 1 si t ∈ [0; 1].

1) Démontrer que f est une densité de probabilité.
2) Soit X la v.a dont f est la densité de probabilité.

2.1) Déterminer la fonction de répartition de X.
2.2) Calculer l’espérance mathématique et la variance de X.
2.3) Soit a ∈R⋆+. Déterminer la probabilité de l’évènement « ∣X ∣ ≤ a».

3.3. Quelques inégalités de probabilité

Théorème 3.1 (Inégalité de Markov). Soient X une variable aléatoire positive (discrète ou conti-
nue) d’espérance E(X) et a un réel strictement positif. Alors on a :

(Markov) P(X > a) ≤
E(X)

a
.

Preuve. En exercice. �

Théorème 3.2 (Inégalité de Bienaymé Tchebychev). Soit X une variable aléatoire discrète ou
continue d’espérance E(X) et de variance V (X). Alors pour tout réel strictement positif a, on a :

(Bienaymé Tchebychev) P(∣x −E(X)∣ > a) ≤
V(X)

a2
.

Preuve. En exercice. �

Théorème 3.3 (Loi faible des grands nombres). Soient X1,X2, . . . ,Xn, n v.a indépendantes deux
à deux et de même loi de probabilité et tel que E(X1) = E(X2) = . . . = E(Xn) = p. On pose

Yn =
X1 +X2 + . . . +Xn

n
. Alors pour tout réel a strictement positif on a :

(3.4) lim
n→+∞P(∣Yn − p∣ > a) = 0.

Preuve. En exercice �

3.4. Quelques lois théoriques continues

3.4.1. Loi uniforme

Soient a et b deux réels tels que a < b. On appelle v.a uniforme sur l’intervalle [a, b] une v.a X
absolument continue ayant pour densité de probabilité la fonction f ∶R→R définie par :

(3.5) f(x) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

1
b−a si x ∈ [a, b]

0 si x ∉ [a, b].
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Chapitre 3. Lois de probabilité continues

On note dans ce cas, X ↝ U ([a, b]). La fonction de répartition d’une telle loi est donnée par

(3.6) F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0 si x ≤ a
x−a
b−a si x ∈ [a, b]

1 si x ≥ b.

Les paramètres statistiques d’une v.a X ↝ U ([a, b]) :

(3.7) E(X) =
a + b

2
, V (X) =

(b − a)2

12
, σX =

b − a

2
√

3
.

3.4.2. Loi exponentielle

Soit α un réel strictement positif. On appelle variable exponentielle de paramètre α, une v.a X
absolument continue dont la densité de probabilité est définie par la fonction :

(3.8) f(x) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

0 si x < 0

αe−αx si x ≥ 0.

On note dans ce cas, X ↝ E (α). La fonction de répartition d’une telle loi est donnée par

(3.9) F (x) =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

0 si x < 0

1 − e−αx si x ≥ 0.

Les paramètres statistiques d’une v.a X ↝ E (α) :

(3.10) E(X) =
1

α
, V (X) =

1

α2
, σX =

1

α
.

3.4.3. Loi normale ou de Gauss –Laplace

Comme son nom l’indique, cette loi a été introduite pour rendre compte des fluctuations «normales»
d’une grandeur physique. On s’attend à avoir :

— la plupart des valeurs centrées autour d’une moyenne m,
— une dispersion symétrique autour de m,
— de faibles chances d’être loin de m, d’autant plus faible qu’on s’en éloigne.

Soit σ un réel strictement positif. On dit que la variable aléatoire X suit une loi normale de para-
mètres m et σ si sa fonction densité de probabilité f ∶R→R est définie par

(3.11) f(x) =
1

σ
√

2π
e−

1
2
(x−m)2
σ2 , ∀x ∈R.

On note X ↝N (m,σ). La fonction de répartition d’une telle loi est définie par

(3.12) F (x) = P(X ≤ x) = ∫
+∞

−∞
1

σ
√

2π
e−

1
2
(t−m)2
σ2 dt, ∀x ∈R.

Les paramètres statistique d’une v.a X ↝N (m,σ) sont :

(3.13) E(X) =m, V (X) = σ2, σX = σ.
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3.4. Quelques lois théoriques continues

Loi normale centrée réduite

C’est la loi normale de moyenne 0 et d’écart type 1. Sa densité est alors définie par

(3.14) f(x) =
1

√
2π
e−

x2

2 , ∀x ∈R.

La fonction de répartition de la loi N (0,1) est tabulée. Elle sert moyennant le changement de
variable X∗ = X−m

σ à l’étude de toute loi normale N (m,σ).
Utilisation pratique
Soient X ↝N (m,σ) et X∗ = X−m

σ ↝N (0,1) la loi normale centrée associée. Soit α un réel donné
alors on a les règles de calcul suivantes :

(1) P(X ≤ α) = P(
X −m

σ
≤
α −m

σ
) = P(X∗

≤
α −m

σ
) = F∗

(
α −m

σ
), où F ∗ est la fonction de

répartition de X∗. Deux cas sont à distingués :

(a) Si
α −m

σ
≥ 0 alors on lit directement la valeur de F ∗ (α−m

σ
) dans la table de N (0,1) .

(b) Si
α −m

σ
< 0 alors on utilise la symétrie de la fonction densité de N (0,1). Pour tout

a ∈R, par symétrie de la fonction densité de N (0,1) :

F ∗
(−a) = P(X∗

≤ −a) = P(X∗
≥ a) = 1 −P(X∗

≤ a) = 1 − F∗
(a).

On peut alors écrire pour tous réels a et b :
(2) P(X∗ ≤ −a) = P(X∗ ≥ a) ;
(3) P(X∗ ≤ a) = 1 −P(X∗ ≥ a) ;
(4) P(a ≤ X∗ ≤ b) = P(X∗ ≤ b) −P(X∗ ≤ a) ;
(5) P(−a ≤ X∗ ≤ a) = P(∣X∗∣ ≤ a) = 2P(X∗ ≤ a) − 1, avec a ≥ 0 ;
(6) P(X∗ ≤ a) = β avec 0 ≤ β < 0,5 c’est à dire β n’existe pas dans la table de N (0,1) alors

P(X∗ ≤ −a) = 1 − β existe dans la table de N (0,1).
Théorème 3.4. Soient X1 ↝ N (m1, σ1) et X2 ↝ N (m2, σ2) deux variables aléatoire normales
indépendantes. Alors on a :

(1) X1 +X2 ↝N (m1 +m2,
√
σ21 + σ

2
2) ;

(2) X1 −X2 ↝N (m1 −m2,
√
σ21 + σ

2
2).

Approximation d’une loi binomiale par une loi normale

Théorème 3.5 (Moivre-Laplace). Soit X ↝B(n, p). Lorsque n tend vers plus infini et p fixé alors
B(n, p) tend vers N (np,

√
np(1 − p)).

Conditions d’approximation : Si n ≥ 30, np ≥ 15 et np(1−p) > 5 alors on peut approchée B(n, p)

par N (np,
√
np(1 − p)).
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Chapitre 3. Lois de probabilité continues

Diagramme récapitulatif de quelques approximations d’une loi binomiale

B(n, p)

P(λ = np) N (np,
√
npq)

N (np,
√
np)

n
≥
30

, p
≤
0,
1
et
np
<
15

n
≥
30

,
np
≥
15

et
npq
>
5

n
≥
3
0

,
p
≤
0
,
1

et
n
p
≥
1
5

3.4.4. Loi du Khi-deux ou Loi de Pearson

Soient X1, X2, . . . ,Xn, n v.a indépendantes, normales centrées et réduites. La v.a χ2
n = X

2
1 +X

2
2 +

. . . +X2
n suit une loi dite de Khi-deux à n degré de libertés. Les paramètres statistique d’une telle

loi sont :

(3.15) E(χ2
n) = n, V (χ2

n) = 2n.

Dans la pratique si n est grand ( c-à-d n ≥ 30) alors χ2
n suit sensiblement la loi normale N (n;

√
2n).

3.4.5. Loi de Student

Cette Loi a été construite spécialement pour les besoins des sondages sur des petits échantillons.
Soit Zn = 1

nχ
2
n et Y ↝N (0,1). Supposons que n > 2. Alors Tn = Y√

Zn
suit une loi dite de Student à

n degré de libertés. Les paramètres caractéristiques d’une telle loi sont :

(3.16) E(Tn) = 0, V (Tn) =
n

n − 2
.

Dans la pratique si n est grand (c-à-d n ≥ 30) on peut prendre la loi normale N (0,1) pour loi limite
de loi de Student.
Remarque 3.3. Les lois de Pearson et de Student sont tabulées.
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